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Nous avons vu certaines propriétés des espaces L' dans le cours d’intégration. Le but de
ce projet est de les approfondir et de les généraliser aux espaces LP, 1 < p < 400, qui sont
de grandes classes de fonctions : ce sont des exemples importants de Banach, voire de Hilbert.
Pour cela, nous nous intéresserons aux premiéres propriétés des espaces Z?. Puis nous verrons
la nécessité d’un passage au quotient afin de construire les espaces L et la complétude de ces
espaces. Ensuite nous considérerons les cas p = 2 et p = +00, qui sont deux cas particuliers. Par
exemple, L? est un espace de Hilbert. Nous poursuivrons avec les sous-espaces denses classiques
des espaces LP,1 < p < 400, ol le théoréme de Lusin jouera un role central. Nous continuerons
avec I’étude des duaux des espaces LP,p < 4o00. Enfin, nous nous intéresserons au produit de
convolution qui permet la régularisation de fonctions. Nous définirons ainsi les suites régulari-
santes qui permettent une approximation de l'unité et de montrer la densité de ’ensemble des
fonctions de classes C*° a support compact dans ’espace LP.

De plus, dans le cours d’espaces métriques, nous avons étudié les espaces (P de suites de puis-
sances p-iéme sommable et nous allons voir que les espaces .ZP généralisent certaines de leurs
propriétés.

1 Introduction et complétude des espaces LP, 1 < p < +o0

Dans la suite, nous aurons besoin de certains résultats de complétude, de théorie de la
mesure et de la notion de support d’'une fonction que nous allons énoncer dans cette partie.

1.1 Préliminaires

Théoréme 1. Soit X un ensemble. On note B(X,C) l'ensemble des fonctions bornées de X
dans C.
(B(X,C), |||lsup) est un espace de Banach, avec pour tout f € B(X,C),

[ fllsup = sup{|f(2)],z € X}.

Démonstration. Montrons que (#(X,C), ||.||sup) est un espace vectoriel normé.
A(X,C) est bien un espace vectoriel. Montrons donc que ||.||sy est une norme sur Z(X, C).

— On a bien ||.||sp : Z(X,C) — R*.
— Soit f € A(X,C) telle que ||f|sup = 0. Alors pour tout z € X, f(z) =0 donc f =0
d’ott ||.||sup est bien définie.

— Soit (A, f) e Cx #A(X,C). On a :

A llsup = sup{IAf(2)],z € X} = sup{[A[[f(2)], = € X} = [Alsup{[f(2)],z € X} = [A[[|/]|sup

d’ott ||.||sup est bien homogene.
— Soit (f,9) € Z(X,C)%. On a :

1+ gllsup = sup{|f(z) + g(2)|,x € X}
< sup{[f(2)] + |g(2)], = € X}
< sup{|f(@)],z € X} + sup{lg(@)], v € X} = [|f]lsup + 9]l sup

d’ot ||.||sup vérifie bien I'inégalité triangulaire.



Finalement, (#(X,C), ||.||sup) est un espace vectoriel normé.
Soit (f,,) € B(X,C)N une suite de Cauchy.

Vg > 07 Hm € Navnup 2 m, ||fn - fPHSUP < €

En particulier, pour tout = € X, (f,(x)) est de Cauchy dans C. Or C est complet donc pour
tout x € X, il existe f(x) € C tel que lirf fn(z) = f(z). On a alors :
n—-—+0o0

Ve, Im € N;Vn = m,Va € X, |fu(z) — f(z)] <& (¥)

On en déduit qu’il existe m € N tel que pour tout n > m, pour tout = € X, |f.(x) — f(z)| < 1.
On a alors :

Ve € X, |f(z)| < |f(z) = fu(@)] + [fn(@)] < T4 || fanllsup
D'ou f € #(X,C). De plus, d’aprés (x), on a lirf | f — fullsup = 0.

Donc (f,,) converge dans Z(X,C).
Finalement, (#(X,C), ||.||sup) est complet. C’est donc bien un espace de Banach. O

Définition 1. Soit (X, A, u) un espace mesuré.

e Une partie A de X est dite p-négligeable ssi il existe B € A tel que A C B et u(B) = 0.

e Une propriété P concernant des éléments de X est dite vraie p-presque partout (upp) ssi
{z € X;z ne vérifie pas P} est un ensemble pu-négligeable.

Soit (X, d) un espace métrique. On note &'(X) 'ensemble des ouverts de X. Toutes les me-
sures considérées sont définies sur la tribu borélienne #(X) = o(0(X)) relative a la topologie
définie par d.

Définition 2. (a) Une mesure p sur (X, B(X)) est dite extérieurement réguliére ssi

VA e B(X), u(A) =inf{u(0),0 ouvert, A C O}

(b) Une mesure p sur (X, A(X)) est dite intérieurement réguliére ssi

VA e B(X), u(A) = sup{u(K), K compact, K C A}

(¢c) Une mesure p sur (X, B(X)) est dite réguliere ssi elle est a la fois extérieurement et
intérieurement réguliere

Lemme 1. Soit A une partie de X. La fonction d(., A) est 1-lipschitzienne.

Démonstration. Montrons que d(., A) est 1-lipschitzienne, i.e que pour tout (z,y) € X2
|d(z, A) — d(y, A)| < d(z,y).

Soit (z,y) € X?

Par symétrie, il suffit de montrer que d(z, A) — d(y, A) < d(z,y)

Va € A,d(x, A) < d(z,a) < d(z,y) + d(y,a)

donc Va € A, d(z, A) — d(z,y) < d(y,a)

Or, d(y, A) =inf{d(y,a),a € A} d'ou d(z,A) — d(z,y) < d(y, A)

Finalement, on a bien que la fonction d(., A) est 1-lipschitzienne. ]
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Proposition 1. Soit p une mesure positive finie sur (X, B(X)).
Pour tout A € B(X), pour tout € > 0, il existe un ouvert O et un fermé F tels que F C A C O
et pW(O\F) < e (x).

Démonstration. 11 suffit de montrer que .7 = {A € AB(X); A vérifie(x)} est une tribu et que
oX)cC 7.

Montrons que 0(X) C 7.

Soit A € 0(X). Soit € > 0.

Pour tout 6 > 0, on pose F5 = {z € X;d(x,“A) > d}.

La fonction z — d(x,“A) est continue (car lipschitzienne d’apreés le lemme 1) donc Fj est fermé
car c¢’est I'image réciproque du fermé [5, +o00] par une fonction continue.

Or U Fi = {z € X;d(z,°A) > 0} = ¢(cA) = ¢(°A) = A car A est fermé. Or (F1),en- est une
p>1 p p
suite croissante pour I'inclusion d’ou

pgljrnoou (F1) = (UFl)

p=>1

Or p est finie donc p(A) < +oo d’ou hIJP ,u(A\F1 =

D’ou il existe p € N* tel que /L(A\Fl) <
On a alors : F1 CACAet ,u(A\Fl) < € avec F1 fermé et A ouvert. Donc A € 7.
Finalement & ( ) C 7.

Montrons que .7 est une tribu sur X.
— X e AB(X) et u(X\X) =0 avec X ouvert et fermé donc X € .
— Soit A € 7. Soit € > 0. Il existe O ouvert, F' fermé tel que F¥ C A C O et u(O\F) <
On a: ‘O C “A C °F, O fermé, °F ouvert et comme O\F = “F\°O, u(°F\°0) < ¢,

‘Ae T
— Soit (Ap), € TN, e > 0. Pour tout n € N, il existe O, ouvert, F, fermé tels que
F, C A, C O, et u(O,\F,) < +2,Ona UF.CcUA.Cc U O, et:
2n neN neN neN
neN neN neN neN
neN neN
neN meN
c | JO.n°F) = [ J(0\F)
neN neN
d’ou :
€ €
H ((U On) \ (U Fn)) S H <U On\Fn> < ZM(On\Fn) < Z2n+2 =5
neN neN neN neN neN



De plus, comme |J F, = | <U Fk> (U Fk> est croissante, on a < U Fn) =
k=0 /g

neN neN neN

lim p (U Fk) d’ou il existe n. € N tel que pu ( U Fn) — U (Lj Fk> <
k=0

n—+oo k=0 neN

DO | ™

On pose O = | O,, F = Lj Fy. O est ouvert, F est fermé et ' C |J A, C O. De
neN k=0 neN
plus, comme 1(0O) < +00, on a :

u(O\F) = p(0O) —
(o) () () o)
<3tz=e¢
Dou |J A, € T

neN
Donc 7 est bien une tribu sur X.

Finalement, comme 7 = {A € #(X); A vérifie(x)} est une tribu et que 0(X) C 7, B(X) =
o(0X)) Co(T)=T.

D’ou pour tout A € A(X), pour tout £ > 0, il existe un ouvert O et un fermé F' tels que
FCACO et uy(O\F) < e (). O

Définition 3. Une mesure pu sur un espace mesuré (X, A) est dite o-finie ssi il existe une suite

croissante (E,) € AN vérifiant : X = |J E, et Vn € N, u(E,) < +00.
neN
Par eztension, Uespace (X, A, p) est dit o-fini.

Théoréme 2. (a)Si p est une mesure o-finie sur (X, B(X)), alors

VA € B(X), u(A) = sup{u(F),F fermé, F C A}

(b) Si de plus, X = |J E, (on reprend les notations de la définition) alors la mesure p est
neN
extérieurement réguliére.

(c) Enfin, si l'on peut choisir les E, compacts, alors la mesure p est intérieurement réguliere

Démonstration. (a) Soit A € B(X).
Cas1: pu(A) < o0

Soite >0.0na: A= JANE,) et (AN E,), est croissante d’ou il existe n. € N tel que
neN
€

u(A)—p(ANE,,) < = i.e, comme u(A) est finie par hypothése, u(A\E,.) = p(A\(ANE,,)) <

(\V]

€
2
On pose alors : o
;| B(X) — RF
1 B — w(BNE,)
1’ est une mesure finie sur (X, Z(X)) car p/(X) = p/(E,.) < +oo donc, d’aprés la proposition
précédente, il existe F' fermé tel que F' C A et p/(A\F) < g On a alors :

p(ANF) = u((A\F) N B, ) + p((A\F) N °Ey.) < p/(ANF) + p(A\E,,.) <



On note alors que pour tout € > 0, il existe F' fermé tel que ' C A et u(A)—p(F) = u(A\F) < ¢
Dot p(A) = sup{u(F), F fermé, F C A}

Cas 2 : u(A) = +o0
On a encore A= |J (AN E,) et (AN E,), croissante donc, d’apreés le cas 1, comme pour tout
neN

neN, u(ANE,) < u(E,) < +oo,on a:
Vn e Nyu(AN E,) = sup{u(F),F fermé, F C ANE,}
< sup{u(F), F fermé, F C A}

car, pour tout n € N, {FF C AN E,} C{F C A}.
D'ou p(A) = lirf WANE,) < sup{u(F),F fermé, F C A}.
n—-+0oo

De plus, pour tout F' C A fermé, pu(F) < u(A) d'ou :
pu(A) = sup{u(F), F fermé, I C A}

(b) Pour tout n € N, on pose :

[ B(X) — RT
fin {B — (BN E,)

Pour tout n € N, p, est une mesure finie sur (X, #(X)). Soit A € A(X), ¢ > 0. D’aprés la
propriété précédente, pour tout n € N il existe O, € O(X) tel que A C O,, et (O, \A) <
£

QEIT’Le
1(On N Ey) = w00 NANE,) + 1((0O\A) N Ey) < w(AN E,) + Qnil (%)
Pour tout n € N, on pose H, : " (kL:JO(Ok N Ek)) < uANE,) + Z 2k+1
Hj est vraie.
Soit n € N tel que H,, soit vraie.
n+1 n+1
Comme p < U (OrN Ek)) < > p(Ey) < +oo, on a:
k=0 k=0
n+1 n n
[ (U (O N Ek)> = 11(Opy1 N Epyr) + p <U(0k N Ek)> — (On+1 N Epr N (U(ok a E@))
k=0 k=0 k=0

e - e "
< uw(ANEpy) + Jniz +u(ANE,)+ Z S <On+1 NE,.1N (U(Ok N E,Q))
k=0

k=0
d’aprés (x) et H,,.
OrANE,C UANEL) C UOrNEE) et ANE, C Oy NE,4 donc
k=

k=0

0

k=0

n+1
(UOnE)) <utanBun + 5o+ 5o
Finalement H, ., est vraie. Le principe de recurrence assure alors que :

n

- £
VneN,pu (U(OkﬂEk)) < (AN E,) +ZW
k=0

k=0
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On a alors, en passant a la limite :

p (Ummﬁn)) <p (U<OmEn>> < p(A) +e

OrAd=J (AN lo?n) c UO,n lo?n), et U (O,N lo?n) est ouvert, d’ou pour tout A € Z(X),
neN neN neN
il existe O ouvert tel que A C O et pu(O) — u(A) < e.

Finalement, i est bien extérieurement réguliére.

(¢) On note que pour tout F fermé, pour tout n € N, F'N E,, est fermé et est inclus dans
le compact E,, donc comme p(F) = lim wp(F N E,), i est bien intérieurement réguliére. [
n—+0o00

Proposition 2. Soit u une mesure réguliére positive sur (X, A(X)).
Pour tout A € B(X) de mesure finie, pour tout € > 0, il existe un ouvert O et un fermé F tels
que F C AC O et u(O\F) < e.

Démonstration. Soit A € #(X) de mesure finie, soit € > 0.

Comme p est une mesure réguliére, il existe (O,,) une suite d’ouverts de X telle que pour tout
neN, ACO,et u0,) — u(A); il existe (F,,) une suite de compacts de X telle que pour
tout n € N, F,, C A et u(F,) — p(A).

On en déduit qu’il existe ng € N tel que pour tout n > ng, u(O,) —p(A) < % et w(A)—u(F,) <
£
2
O = O,, est un ouvert, F' = F,; est un fermé, F C A C O et p(O\F) < p(O\A)+u(A\F) < e.
Finalement, pour tout A € (X)) de mesure finie, pour tout € > 0, il existe un ouvert O et un
fermé F tels que FF C A C O et u(O\F) < e. O

Remarque 1. Sid > 1, la mesure de Lebesque \g vérifie le corollaire précédent car c’est une
mesure réquliére.

Définition 4. Soit (E,d) un espace métrique, f : E — C continue.
On appelle support de f et on note supp(f) le complémentaire du plus grand ouvert sur lequel
f est nulle ou, ce qui revient au méme, l'adhérence de l’ensemble {x € E; f(x) # 0}.

On note que cette définition ne convient plus pour des fonctions mesurables puisque celles-ci
ne sont définies que presque partout.

Proposition 3. Soit d > 1. On travaille sur (R, Z(R%), \y).

Soit Q C R un ouvert et f une fonction définie sur 0 a valeurs dans C. On considére la
famille de tous les ouverts (w;)icr, w; C Q telle que pour tout i € I, f =0 Ag-pp sur w;. On
pose w = U;crw;.

Alors f =0 \g-pp sur w.

On définit alors supp(f) = Q\w.

Démonstration. L’ensemble I n’étant pas forcément dénombrable, il n’est pas évident que f = 0
Aa-pp sur w. On munit R? d'une norme ||.||.



1

Pour tout n € N*, on pose K,, = {z € w;d(z,RN\w) > —, ||z|| < n}. Pour tout n € N*, K,, est
n

un fermé borné de R? donc K, est compact.

On note que w = U,en: K, car, comme w est ouvert, R\w est fermé donc pour tout z € w,

1
d(z,R\w) > 0 d’ott il existe ng € N* tel que d(z, RN\w) > — et z € K,, avec n = max{ny, ||+
No

1}.

Pour tout n € N*, K,, C U;cjw; donc, comme K, est compact, il existe I, C I fini tel que
K, C Uier, W;-

On pose J = Upen+I,. J est dénombrable et w = U;cyw;. Or pour tout ¢« € J, f = 0 A\g-pp sur
w; d’ou f =0 Ag-pp. O

Remarque 2. (a) Si fi et fo sont deux fonctions égales Ag-pp sur Q alors leurs supports sont
égauz. On peut donc parler du support d’une fonction f € L{(A\q).

(b) On note que cette définition du support coincide avec la définition 4 donnée pour les fonctions
continues.

Nous souhaitons également rappeler la définition suivante :

Définition 5. Soit (X, .A) un espace mesurable.
On dit qu’une fonction f : (X, A) — (C,B(C)) est étagée ssi elle est mesurable et ne prend
qu’un nombre fini de valeurs.

1.2 Les espaces Z7, 1 < p < 400

Soit (X, A, 1) un espace mesuré.
Par la suite, pour toute fonction f : X — C, pour tout z € X, on notera {f > z}, {f > =},
{f <a}et {f < 2} les ensembles 4 ([z, +oo]), £~ (Jz, +o0[), £~1(] — 00, ]) et f~1(] 00,2
respectivement.

Nous allons définir les espaces £P, 1 < p < 400 et énoncer les propriétés qui leur sont re-
latives.

Définition 6. Pour tout p €]0, 400, pour toute f : X — C mesurable, on pose :

1£ll = (/X|f\pdu)” e’

1
avec la convention (+00)» = +00.

Définition 7. Pour tout p €]0,+oc[, on définit :
LEX, A ) =A{f (X, A) = (C,%(C)) mesurable; [ |fPdp < 400}
On utilisera la notation LE(p).

Proposition 4. Pour tout p > 0, £E(u) est un C-espace vectoriel.
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Démonstration. Soit p > 0. Nous allons montrer que £¥(u) est un sous-espace vectoriel du
C-espace vectoriel .# (X, C) des fonctions de X dans C.
— La fonction nulle appartient clairement a l'espace 2 ().

— Soit Ae Cet f,g € LE ().

IAf+gl” < (NIFIH1D)" < @maz((A]I£],19D)" = 2Pmaz(IAPLFI7, [9]7) < 2P APfP+271g]”
Par croissance et linéarité de I'intégrale :
Jx INf+ glPdp < 22N [ | fIPdp + 2P [ |g[Pdp < +o00 car f et g sont dans Zf(u).
Donc A\f + g € LE(p). O

Proposition 5. Si u(X) < +oo, alors :
0<p<q = ZLp) CZE(n

Démonstration. Soit f € Z¢(u) et 0 <p < gq.
Par propriété des puissances on obtient :

LfIP < A T im0y + Ly p<ny

| f|?1Lg f1>1y est intégrable car f € Z¢(u) et s <1y est intégrable car |f| est mesurable
et p({[f] < 1}) < p(X) < +o0.
Par croissance et linéarité de I'intégrale :

/ |f|de</ Iflq]l{|f>1}du+/ Ly pj<aydp < 400
X X X
donc f € ZL(p). O

Proposition 6. Soit (p;,p2) € [1, +00[? avec p; < po.
Pour tout p € [p1,ps], on a Uinclusion :

L () N Ze2 (1) € ZE(n)

Démonstration. Soit p € [p1,pa], f € LE (1) N ZLE ().
On pose A={|f| = 1}. On a: (|f|1a)" <|fP> et (|f|Lea)? < |f|P* donc :

Jisvau= [ irau [ Arpdu< [1rdn [ o< s

car f € L8 (p) N ZLE (), done f € LE(n). Donc pour tout p € [p1, ps], on a 'inclusion :
L () N Ze2 (1) € ZE ()

1.3 Des espaces Z? aux espaces L”

Les espaces .Z? n’étant pas normés, nous allons introduire les espaces LP qui le seront et
qui seront issus des espaces .£P.
Définition 8. Soit (E, N) un C-espace vectoriel semi-normé.

Lensemble V& {z € E;N(z) = 0} est un C-sous-espace vectoriel de E, appelé noyau de la
semi-norme N.



Démonstration. Og € V donc V est non vide. Soit A € C, (z,y) € V.
Nz +y) <|AN(z)+ N(y) =0donc \z +y € V. O

La relation ~ définie par : V(z,y) € E*,x ~y <= x —1y €V est une relation d’équiva-
lence compatible avec 'addition et la multiplication par un scalaire (ie si x ~ x' et y ~ y' alors
Ax +y ~ A’ +y puisque N(Azx +y) — (A’ +¢)) < |AMN(z—2")+ Ny—y')=0).

L’ensemble quotient E def {Z;x € E} des classes d’équivalence de la relation ~ est alors natu-
rellement muni d’une structure de C-espace vectoriel, dite structure d’espace-vectoriel quotient,
définie a partir des opérations suivantes :

THY:=xFy et \T=A\x.

L’ensemble E, généralement noté E/V est appelé lespace quotient de E par V. On le mu-
nit alors de N : T — N(z) (cette application est bien définie car siT =7 alors |N(z)— N(y)| <
N(z —y) =0 donc N(z) = N(y)).

On vérifie alors que (E/V, N) est un C-espace vectoriel normé. On a ainsi construit le C-espace
vectoriel normé canoniquement associé au C-espace vectoriel semi normé (E, N).

Démonstration. Montrons que (E/V,+,.) est un C-espace vectoriel.
— Montrons que (£/V,+) est un groupe commutatif.
— La loi + est bien associative
— Onnote que VT € E/V, 2 +0p =0 +T =7
— On note que VT € E/V, T+ —x=—2+7 = 0p
— V@, y) e (E/V) ,T4+y=0+ty=y+a=y+T
D’ou (E/V,+) est bien un groupe commutatif.
— V(\pu) € C2 VT e E/V, A(u.T) = N(p.x) = Mp).x = (A\pn).T
— VO pu) €CEVZEE/V, A+ ) T=\+p)o = x+pux =\ +07 =\T+uT
AN eC V@Y € (BE/V)E AT+ = AT Fy=Az+y) = s+ Ay = s+ \y =
AT+ AT
— VYT e FE/V,1T=T O
Finalement, (E/V,+,.) est bien un C-espace vectoriel.

Les espaces (L7 (), ||-]|,) n'étant pas des espaces vectoriels normés, on introduit, pourp > 1,
les espaces normés (LP(u), ||.|lp,). Ceux-ci se construisent & partir des espaces semi-normés
(LP(w), ||l,) par application de la procédure canonique décrite ci-avant. Il faut cependant
d’abord démontrer que pour tout p € [1;+00], ||.||, est une semi norme.

Lemme 2 (Inégalité de Young). Pour tout u,v dans R’ et a €]0,1],
u '™ < au+ (1 —a)v

1l y a égalité si et seulement st u = v.

Démonstration. Soit (u,v) € (R%)?, « €]0, 1[.
Comme la dérivée seconde de In est x +— _—2, In est strictement concave sur |0, +o0],

donc pour u # v, aln(u) + (1 — a)In(v) < In(au + (1 — a)v) d’out par stricte croissance de
I'exponentielle, u®v'™ < au + (1 — a)v.

De plus si u = v alors u®u!™ = u = au + (1 — a)u et d’aprés ce qu’on a fait avant, on n’a
égalité que dans ce cas la. O]
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Théoréme 3 (Inégalité de Holder). Soit f,g : (X, A) — (C,B(C)) mesurables et p,q > 1 tel

11
que —+—=1

Si f et g sont réelles positives, alors

0< / Fadu < 1 Flollglly < +oo
X

Si I fll,+llglly < +oo, il y a égalité si et seulement s’il existe (a, B) € R*\{(0,0)} tel que

aff = Bglu-p.p.
Si f € L), g € L) alors fg € LE(n) et

1Fglle < I f1lnllgllg

Il y a égalité si et seulement s’il existe (o, 3) € R,*\{(0,0)} tel que a|fP = Blg|?u-p.p.

Démonstration. Si || f]|,=0 ou ||g||,=0 alors f=0 u-p.p ou g=0 p-p.p, donc fg=0 p-p.p et
I'inégalité est 0<0.

Si || f]l, = +o0 ou ||g||q = o0 I'inégalité est évidente.

Sinon || f||, et ||g|lq sont dans RY.

On suppose f et g réelles positives.

1 P q

On applique l'inégalité de Young avec @ = — €]0,1[ et u = m et v =1 (z) pour tout
p /1l lgllq

reX.

Alors on a :

yre x J@I@) 1P@ 14w

oliole S p 17 4 Tl
@) g'(z)
1715 Tiglld

Puis en intégrant (%) par rapport a p, on a :

o< [ foin< ||f||p||9|!q< P o) + gq(i)du<x>>

(%)

et on a égalité avec les © € X tels que

x 15 x llgllg
e P@, 1 [, 1
x g4(x
s—=dp(x) + - | —du(r) = -+ -=1
x If1p ¢ Jx llglla poq
1 fP 1 ¢4
d’ou l'inégalité de Holder, avec égalité si et seulement si /9 = / 5+ = J 7 MDD
[1£1llgle — 2B allgll
d’aprés l'inégalité de Young si et seulement si TR Hqu upp, c’est-a~dire si et seulement s’il
p g
existe (o, 5) € R.*\{(0,0)} tel que a f? = Bgupp.
Pour f € LE(n), g € ZL{ (1), on refait la méme chose avec |f] et |g|. O
Corollaire 1. Soit f € LE (1), g € L& ().
‘ | fodul <1171l

11



Démonstration. On utilise I'inégalité triangulaire :

‘/ngdu </X|fg|du

puis c’est I'inégalité de Holder. O]

Corollaire 2 (Cauchy-Schwarz). Soit f,g € ZZ (1)
Alors fg € L&) et | [ fgdp| <IIf2llgll2-

Lemme 3 (Inégalité de Minkowski). Soit f,g € LE(u) et soit p € [1,+o0[

1+ gl < 1fllp =+ llglly

Il y a égalité si et seulement si f =0 p-pp ou g = af p-pp avec o = 0.
Démonstration. On a, pour p € [1,400] :

|f+glP <|f+ gl f L+ Lgllf + 9P (%)

On intégre par rapport a p (on a des fonctions positives mesurables) :

I + gl < / IS+ gt + / gl1f + g dy
X X

Si p =1 on a l'inégalité. Sinon on utilise I'inégalité de Holder et on a :

1 1

If +gllp < Hpr(/ |f+g|(”1)qdu> + H9Hp</ !f+g|(p”qdu>
X X

11
Or (p—1)qg = p car —+—=1, donc
b q

Q=

1+ gl < ([fllp + llgllp) (/X If + g\pdu> = (£l + lgllp)ILf + gllp™

Si f+ g =0 p-pp, le résultat est immédiat. On ne se place donc pas dans ce cas de figure. Or,
f+g¢€ ZE(p) done | f + g, < +o0, donc on simplifie par || f + g[[5~" et on obtient I'inégalité
de Minkowski.

Pour le cas d’égalité, on a || f + gll, = [ fll, + llgll»

Si p > 1, il vient par double application du cas d’égalité dans I'inégalité de Holder, qu’il existe
(8,7),(0,2) € Ry 2\{(0,0)} tels que SIf + g[? = B(f + gl"")* = | f[P ppp et 8|f + g7 =
o(|f +glP~")7 = ¢lgl” ppp.

Si f ou g =0 upp, 'égalité est immeédiate.

Sinon f et g ne sont pas nulles ppp. Il ne peut y avoir égalité lorsque f+¢g = 0 ppp car || f]|, et
llg]|, sont strictement positifs. Donc f + ¢ n’est pas nulle upp et donc 3,7, d, € sont strictement
positifs.

)
En particulier, |g|P = ;—|f|p Upp, soit encore |g| = «a|f| ppp avec @ > 0. On en déduit que
5

f=9=0mpppsur {f+9g=0} ={f=—g}ieg=afpuppsu{f+g=0}
D’autre part on doit avoir égalité upp dans linégalité (x), i.e|f + g| = |f| + |g|] pupp sur
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{f +9#0}

En élevant au carré, on a |f|* + [g]* + 2Re(fg) = | f* + |9/* + 2| f||g| ppp sur {f + g # 0}.

Etant donné que |f|lg| = |fg| et que PRe(z) = |z| si et seulement si z € Ry, on a donc

fg=1fg] = 0 ppp sur {f + g # 0}.

Par conséquent, f|g|> = | f|lglg upp sur {f + g #0}. Or f #0et g# O sur {f +g+# 0} et I'on
9|

peut donc écrire que g = mf =af ppp sur {f + g #0}. D'ou g = aof upp.
On a donc égalité, pour p > 1, si et seulement si

f=0o0u g=0 upp ou g =af upp pour un o >0

i.e si et seulement si f =0 ou g = af upp pour un a > 0.

Sip=1|f+gll =l + llgll ssi [f+ gl = [f] + |g| ppp ssi fg = 0 ssi (f =0 p-pp ou
g =af p-pp avec a = 0). a

Proposition 7. Soit p € [1,4o00[ (ZE (1), ||-|l,) est un C-espace vectoriel semi-normé.

Démonstration. LE(u) est bien un C-espace vectoriel.
Montrons que ||.||, est une semi-norme. On a :

— 110, = (J [0FPdp)> =0

— VAeCet Vfe L2 (Ml = ([x MfIPdu)? =

vité de l'intégrale.

3=
B =

AL ([fx |fIPdp)? = |A]|| f]l, par positi-

— D’apres I'inégalité de Minkowski, I'inégalité triangulaire est vérifiée.
Donc ||.||, est bien une semi-norme.
D’ou (ZE(w), ||.]lp) est un C-espace vectoriel semi-norme. O

Définition 9. Pour tout p > 1, on pose LE.(u) def L) /All-ll, = 0}.

Proposition 8. (L%(u),||.|l,) est un C-espace vectoriel normé.
Démonstration. Ceci découle du procédé décrit a la page 10. O]
Remarque 3. — On a noté ||.||, au lieu de ||.||,-

— Sout f € LE(p). ||fllp =0 ssi |f|P =0 ppp ssi f=0 upp.
Do f ={g € ZZ(n); f =g pwp}.

— Dans la suite, nous désignerons indifféremment par f la fonction f € L (1) ou sa classe

feLg(w).

1.4 Complétudes des espaces LP, 1 < p < 40
Nous allons montrer la complétude des espaces LP, 1 < p < +oo a l'aide des deux lemmes
énoncés ci-dessous.

Lemme 4 (Inégalit¢ de Minkowski généralisée). Soit (f,)n une suite de fonctions mesurables
positives de (X, A) dans R+.
Pour tout p € [1,+00],

>

neN

<D fally < o0

P neN

13



Démonstration. Si f, g sont des fonctions A-mesurables positives, alors

1f+gllp < [ fllp + llglly < +o0

En effet, si ||f]|, + ||g]l, = 400, le résultat est immédiat. Sinon, il s’agit de l'inégalité de
Minkowski classique.
On montre alors par récurrence que :

Do
k=0

S

Vn €N, <Y M felle <D el < +00

D k=0 neN

p
Pour tout n € N, on pose S, ¢ <Z fk) .

(Sn)n est une suite croissante de fonctions mesurables positives telle que S, (Z fk>
keN
car la fonction puissance est continue.
D’aprés le théoréme de convergence monotone, on a alors :
P n P
/ ka dp = lim ka
X \keN nreJx D
Donc :
= nggnm‘ <Y lfall < +00 O
P neN

p

Lemme 5. Soit (F,||.||) un C-espace vectoriel normé.
(E,|.]]) est un espace de Banach ssi toute série normalement convergente de E est convergente
dans E.

Démonstration. On suppose que E est un espace de Banach. Soit (), € E" tel que Y ||z, ]|, <
neN
+00.

(Sn)n o (Z kaH) est convergente donc de Cauchy d’ou :

n+p
Ve>0,3ng e ;Vn e N,Vpe N n>ny = 0< 5,4, — Z |z || <
k=n+1
)
n+p n+p n—+p
Vn > ng,Vp € N*, Zxk—zxk = Z Tk Z Joxl < e
k=n+1 k=n-+1

n

Donc (Z a:k) est une suite de Cauchy dans E, qui est un espace de Banach, d’ou sa conver-
k=0 n

gence dans F.

On suppose que toute série normalement convergente est convergente. Soit (u,), une suite
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de Cauchy dans (E, ||.||).

1
2k
On prend les Ni, k£ € N* de maniére & en constituer une sous-suite strictement croissante.

Vk € N, 3N, e N;V(p,q) e N*, (p = Ny, q = Ny) = |y, — ugl| <

c 12 L. " def .
Considérons alors la série de terme général v, = uy, — un, ,, dont la somme partielle S,, de
rang n > 2 va s’écrire :

Sp = (un, —un,) + (uny —un,) + -+ (un,_, — un,_,) + (un, — un,_,)

Or > ||lun, —un,_,|| converge car la somme de cette série est majorée par la somme de la série
> 2% qui est convergente.
D’aprés I'hypothése de départ, on a alors (S,,),, qui converge dans E. On note lim S, =s € F.

n— 00
Or, pour tout n > 2, S, = —uy, + uy, d’out (uy,), converge et liril un, = s+ uyn, € E.
n—-+0oo
(un)n admet donc une sous-suite convergente d’ott, comme (u,) est de Cauchy, elle converge.
Finalement, E est bien complet. [

Théoréme 4 (Riesz-Fischer). (i) Pour tout p € [1,+00[, l'espace vectoriel normé (L¢ (), |.|)

est complet.

(i) Soitp € [1;400[, (fu)nen € LE(u)N, f € LE(1). Si |l fu—fll, — 0, alors il existe ¢ : N — N
n—oo

strictement croissante et une fonction g € LE.(11) telles que :
— VneN, |fom! < g ppp

— fom) — [ p-pp

Démonstration. (i) Soit p € [1,4o00[. D’aprés le lemme 5, il suffit de montrer que toute série
normalement convergente dans (L (u), ||.]|,) est convergente.
Soit (uy,) € LE(p)N telle que > |lu, ||, < +oo.

neN
D’aprés le lemme 4, || > |un||l, < D2 [Junllp < +00. Donc, pour p-presque tout = € X, la série
neN neN
> |un(x)| est convergente.
neN
Le corps C étant complet, la série de terme général u,(z) converge dans C pour u-presque tout

r € X (cf le lemme 5).
On pose alors :

X — C
-0 = D up(x) siY fua(z)| < +oo
) neN neN
r — 0 sinon
U est mesurable et on a :
n —+o0
Vn € N, U—Zuk < Z |ug| p-pp.
k=0 k=n+1

Or :
+o00 n
H“—pp
< Z ]uk]> converge vers 0 doncZuk — U.
n

n——+00
k=n+1 k=0
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De plus, d’apres le lemme 4, on a :

n ~+o00 +00
Vn €N, U—Zm < Z ukl|| < Z [l
k=0 p k=n+1 p  k=ntl

Or (u,) est un terme général de série normalement convergente donc :

“+00
> lurlly =0
k=n+1

D’ou :

n
Il
Z U —p> U
k=0

(ii) En reprenant la démonstration réciproque du lemme 5, on note qu’il existe une suite extraite
(fo(n)) telle que la série de terme général || fo(ni1) — fom)||p converge. D’aprés le point (i) on sait

que (fom) — fa0))nen converge p-pp et dans LE(u) donc que (fy(m))nen converge p-pp et dans
L% () d’ot, par unicité de la limite dans LE(u), (fs(n))nen converge p-pp vers f.

De plus, g := | foo)|+ 2o | fomr1) — fom)| vérifie bien g € LE (1) et : Vn € N, | fym)| < g p-pp. O
neN

2 Les cas particuliers des espaces L™ et L?

2.1 Lecasp=+4

Nous allons introduire 'espace £ et comme précédemment, comme celui-ci n’est pas
normé, nous allons refaire le méme travail que précédemment avec L°°.
Dans cette sous-section, on suppose que la mesure p sur (X,.A) n’est pas nulle.

Définition 10. Soit f : (X, A) — RT mesurable. On définit le supremum essentiel de f par :
supess(f) o inf{M > 0;u({f > M}) =0} >0 avec la convention inf(&) = +oo.

On notera que le fait d’avoir supposé la mesure p non nulle permet d’éviter le cas de figure
supess(f) = 0 pour toute f mesurable positive.

Proposition 9. Soit f : (X, A) — R* mesurable.

Si supess(f)< +oo, alors supess(f)= min{M > 0; u({f > M}) =0} i.e
— VM > supess(f), p({f > M}) =0
— VM < supess(f), u({f > M}) >0

Démonstration. Par définition de supess(f), on a bien que, pour tout M < supess(f), u({f >
M}) > 0.

Soit (M,N) € (R™)*. Si M > N, {f > M} C {f > N} donc u({f > M}) < u({f > N}).
Donc la fonction M +— u({f > M}) est décroissante positive. Il suffit alors de montrer que

p({f > supess(f)}) = 0.
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1
Or, comme la suite (—) tend vers 0, que V(n,m) € (N*)2,n < m = {f > supess(f) +
"/ nen

1 1 1
—} C{f > supess(f) + —} et que pour tout n € N* supess(f) + — > supess(f), on a :
n m n

p({f > supess(1)}) = ( U 45 > supess(f) + %})

neN*

= lim pu ({f > supess(f) + %}>

n—-+00

=0
[l

Définition 11. (i) Soit f : (X, A) — C mesurable. On pose || f||~ o supess(|f])

(i) On note ££°(n) o {f : (X, A) = C mesurable; ||f||cc < +00} l'ensemble des fonctions
p-essentiellement bornées.

Remarque 4. — Si f = g upp, alors supess(f) = supess(g)
— Si la fonction f : (X, A) — (C, B(C)) est mesurable bornée, alors f € ZL&°(u) et, si

1l = sup{| f(@)], 2 € XY, | Flloo < I f lsup car p(Lf > || fllsup}) = (@) =0

Lemme 6. Soit f: (X, A) — C une fonction mesurable.
[ e L&) ssiil existe g : (X, A) — C mesurable bornée telle que f = g upp et ||gllec =

gllsup = 11/ lloo-

Démonstration. (<) On sait que f = g ppp done p({1f > lgllup}) = #({lg] > lglup}) = 0
d’ou, comme ||g||sup < +00, f € LT ().

(=) On pose g aof S <iiflle}y Qui est mesurable (produit de fonctions mesurables puisque f
est mesurable).

{f # g} = {lf| > |flloc} est négligeable par définition de ||f||o, donc f = g upp, d’ou
191l = [1f]loc-

De plus, comme [g] < {|glloc; o a [[g]lsup < [lglloo- Or [lgllo < [|gllsup, dot il existe
g : (X, A) = C mesurable bornée telle que f = g upp et ||gllc = [|9llsup = || f || - O

Théoréme 5. (a) (L& (1), ||-|ls) est un C-espace vectoriel semi-normé et {||.||.c =0} ={f €
L& (p); f =0 ppp}.

(b) L’espace vectoriel normé quotient L (i) o L/l leo = 0}, muni de ||.||oo, est un espace
de Banach.

Démonstration. (a)Montrons que Z£° (1) est un C-sev de .# (X, C).
“Soit A€ C, (f,9) € L& (1)
Il existe h,l : (X, A) — C mesurables bornées telles que f = h upp, g = I ppp et ||hllo =

1llsup = [ oo llloc = Nllsup = | glloo-
Af+g=Ar+1 upp et ||.|lsup est une norme sur 'espace des fonctions bornées donc :

IAf + glloo = 1A+ Uloo < IR+ Ulsup < (APl sup + (12l sup < 400

Donc A\f + g € Z&(1).
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Soit (f1, fa) € Z&°(1)?. On leur associe g1, g» définies comme dans le lemme 6. f; + fo = g1+ ga
upp donc :

11+ Falloo < llgr + g2llsup < llgallsup + 92]lsup = [[f1lloo + 1| f2lloo

- [10]}ec = 0.
- Soit A € C, f € Z&°(p). On associe a f une fonction g comme dans le lemme 6.
[Aflloe = 1Aglloe = IAgllsup = [AIIgllsup = [AII]f lloc

Donc ||.||oc est bien une semi-norme.

On note que {f € £&°(n); f =0 pupp} C {[|-[lc = 0}.

Soit f € Z&°(p) telle que || f]|l = 0.

On lui associe une fonction g comme dans le lemme 6.

9]lsup = 0 donc g = 0 car (B(X,C), ||.||lsup) est un espace vectoriel normé, d’ou f =0 upp.
Donc £2°(n) est un C-sev de .# (X, C).

(b) On sait déja que 'espace #(X,C) des fonctions bornées de X dans C, muni de la norme
||| sup €st complet.

Soit (f,,) une suite de Cauchy dans (-Z2° (1), ||-||e0)-

On pose

Aoodéf<u{|fn|>||fuoo})u U {lfa = ful = 11 £0 = Fulloc}
neN (n,m)eN?

Ao est négligeable comme réunion dénombrable d’ensembles négligeables.
Pour tout n € N, on pose g, = fllca_. On a:

V(n,m) € N27 |gn - gm| = |fn - fm|ﬂcAoo < ||fn - fm”oo

n,m—-+00

d’ott [|gn — gmllsup < 1fo = finlloo 0.
La suite (g,) est donc de Cauchy dans (#(X,C),||.||sup), d’ou il existe g € B(X,C), telle

que g, H”—””) g. En particulier, (g,) converge simplement vers g sur X puisque la convergence

uniforme implique la convergence simple donc g est mesurable car les g,, n € N le sont.
De plus :

n—-+4o0o
0

1 = 9lloo < [1(gn — 9)Lealloo + |(fn = gn)Meaylloo < [|gn — Glloo +0 < [|gn — g”sw E—

Donc l'espace vectoriel normé quotient L (u) o L& /ll-llso = 0}, muni de ||.||, est un espace
de Banach. O

Proposition 10. (a) (Inégalité de Hélder) Si (f,g) € L2 (p) x ZL&(n) alors fg € L (u) et

/ [l < 119l
X

(b) Pour toute fonction mesurable f: (X, A) — (C,%A(C)), on a :

[fllee < Lim [ f]],
p——+00
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(¢c) On a :
v e J 22, im_ 51, = 1]
p>0

ce qui justifie en partie la notation ||.||-

Démonstration. (a) On sait qu'on a |fg| < |f]|lglleoppp d'ott fg € LE (1) et

[ 159l < 11 1hlgle < o0
X

(b) Si || f]lec = 0 alors f = 0 upp donc pour tout p > 0, || f||, = 0 d’ot I'inégalité.
Sinon || f|l > 0 et : pour tout A €]0, || f||o[, pour tout p > 0, | f[? > APLL{jf>a3. Deux cas sont
alors possibles :
— il existe Ay €]0, || f]loo| tel que u({|f| = Ao}) =
Up o 0 |/l = o0 ot T Tl 400 > 1Fls

p—+00

— Pour tout A €]0, || fllo], n({|f] = A}) < oo
Pour tout p > 0, [[f]l, > Au({|f] > A})». Or, 0 < p({|f] > A}) < +o0 donc u({|f] >
A}) 224 1, done pour tout A €10, | fllool, Lm |[fll, = A, on a alors ||f|le <

) p—r—+o00
Lm [ £,
p——+00
(c) Soit f e |J ZLE(p). I existe r > 0 tel que f appartienne & Z¢(p).D’aprés le point (b), il
p>0
suffit de montrer que hm £l < || flloo- St || f|lec = 0 ou 400, le résultat est immédiat. Sinon,
/] 7 [/l
= < 1 pupp d’ott, pour tout p =1 > 0, < ppp done [ f]l, < HfHoo
1./ 1l _ A5 W1l " NIl
Finalement, on a bien :
p li _
v € U220, i [1fl = 17l 0

p>0

2.2 Lecasp=2

L? est un espace de Hilbert, contrairement aux autres espaces LP, p # 2 et posséde a ce
titre des propriétés intéressantes que nous allons énoncer ci-dessous.

Définition 12. Soit E un espace vectoriel.
®: E x E — C est une forme sesquilinéaire ssi ® vérifie :
(1) Si x,x1,22,9,91,y2 € E et A € C alors :

q)()\$1 + Za, y) = )\(I)(xlvy) + (I)(xby)
Dz, Ay1 + y2) = A®(x, 1) + D(x,2)
(ii) Si (z,y) € E* alors :

O(z,y) = (y, )
(111) Si f € E alors :

q)(f7f)€R7q)(f7f>>O, et (I)(faf):O@fZOE
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Proposition 11. L4(u) est muni d’un produit scalaire.

Démonstration. Montrons que l'application définie sur LZ(u) x LZ(u) par :
(f.9) =< f,9 >= [y fgdu est une application sesquilinéaire.

(1) Soient f7 f17 f27 g9,91,92 € L%(u>7 NS C.
Par linéarité de l'intégrale :

<Af1+f2,g>=/(Af1+fz)§dﬂ=/\/ f@dm/ Figdi =A< fr.g >+ < farg >
X X X

< f A1+ 0o >:/f<Agl+gz>du=X/ fmdw/fﬁdu=X<f,gl>+<f,gQ>
X X X

Donc I’application est linéaire selon la premiére variable et semi-linéaire par rapport a I’autre
variable.

(i) Soient f, g € LA(n).
Par propriété de la conjugaison :

<f,g>=/Xf§du=/Xﬁdu=/XgTdu=<g,f>
(iii) Soit f € L& ().
<fif>= /Xf?duz /X = | 12

Donc < f,f >> 0et < f,f >=0<«< f = 0 car ||.||z est une norme. Donc Iapplication est
définie positive.

Donc < -, - > est un produit scalaire. ]

Lemme 7 (Identité du parallélogramme). Soit f et g dans L& (u),

1f + gl +11f = gllz = 201 112 + llgll2)

Démonstration. Par définition de la norme sur -ZZ(u), on a pour f et g dans ZZ(u),

I+ gl = /X ( + ) T 9)dy = /X (FP)du+ /X (f7)dpi + /X (oF)du + /X (g9)du

Mais on a :

[ wins [ (@hin= [ Goaur [ Godu=2mei< 1.7

Donc on a :

Lf +gll5 = 1112+ llgll3 + 2%Re(< £.7 >)
et de méme on a

1f = gll5 = 1115+ gl — 2%%e(< £,5 >)

Drou, en sommant, |[f + gl3 + |/ — gll5 = 2([l/113 + [lgll3)- O
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Théoréme 6. Soit F' un sous espace vectoriel fermé de LE(p). Soit g € LA ().

Alors :

(i) Il existe un unique f € F et un unique h € F* tel que g = f +h

(ii) La(n) = F & F-

(i1i) On appelle la fonction f projection orthogonale de g sur F. Elle est caractérisée par :
lg = fll2 = mingerllg — ¢ll2

Démonstration. On pose d = infllg — |2 € RT.
peF

D’apreés le théoréme de caractérisation séquentielle d’'une borne inférieure, il existe (p,, )nen € FN
tel que d = lim ||g — ¢l
n—-+o0o

Montrons que (¢,) est de Cauchy dans L& ().
D’apres 'identité du parallélogramme, on a :
2
Pn + Pm

2

(;Om_SOn
2

2
Y(m,n) € N?, :HSOm g, ,n—9

(P

2 2
Soit (n,m) € N2 W’T@m € F car F' est un sous-espace vectoriel, donc

iy

2 2 2

2
Pm — g

2

l

2

)

ngn +§0m _ > d2
2 2
D’ou :
) Om — on |’ lom =gl llen — 913 )
lon — emllz =4 || —=—| <4x2 + —4d
2 ) 4 4

d’ot1, pour tout (n,m) € N? :

lon = @mllz < 2(lem — gll5 + llon — gll5 — 2d*) ———— 0

n,m—-+oo

car ||¢n — gl/3 — d. Donc (¢,) est de Cauchy dans L& ().
n—-+0oo

Comme F est fermé, et (L&(u), | - ||2) est complet, (F, || - ||2) est complet,
donc () converge vers une fonction f € F. On a donc bien f € F et ||g— f|2 = mz’g”g—@“z =
e

d.

On pose h=g— f.

Montrons que pour tout ¢ € F, < ¢, h >= 0.
Soit ¢ € F.

vVt >0, f+tp e F donc :

112 = llg = £II2 < llg = f = tellz = 1k — tell; = [1Al; + *llell; — 2tRe(< h, o >)
d’ou t|o||3 — 2Re(< h, >) > 0 donc en faisant tendre ¢t vers 0, on a pour tout ¢ € F

Re(< h,p >) <0.
Pour tout p € F, -p € F donc Re(< h,p >) = —Re(< h,—p >) >0
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Donc pour tout ¢ € F Re(< h,p >) =0
On a pour tout p € F :

=} 3 N = N =

car 1o € F. Donc Vo € FF < h,¢ >= 0.
Montrons 1'unicité de la décomposition.
Sig=f+h=f+havec f,f' € Feth h € Ftalorsona f—f =h'—hdonc |f — f|3 =<
f'=ff—=f>=<f—fif'>—<f—f,f>=<h=W,f">—<h—=h,f>=0-0=0car
h—h € F+ Donc f— f'=0et h—h =0, dot le résultat. ]

Lemme 8 (Riesz-Fischer). Soit ¢ € LA(u) — C une forme linéaire continue.

Alors il existe une unique fonction g telle que pour toute fonction f € Lg(n), o(f) = [y fgdp.

Démonstration. Comme ¢ est continue et que {0} est un fermé, F = ¢ 1({0}) est un sous-
espace vectoriel fermé de L& ().
Sip =0, alors g = 0 convient.

h
Sinon, F+ # {0} donc il existe h € F+\{0}. On pose g = al )h € F+. On a bien g € Li(p).

172113

Soit f € Li(p).

_e(f)
Comme ¢(g) # 0, on peut poser A = o) e C.

v
On a alons ¢(f = Ag) = (1) ~ N ete) =
Dot f —Ag € F = ¢ }({0}), dott < f — \g,g >=0car g € F'-.
Donc A = <f’—92> ie o(f) = Ap(g) = ﬁgz < f,g >=< f,g > car igz = &hﬁ X @(h) x
. s lgl3 lglls IRl
g,

[p(R)PNIRII3

On a donc bien lexistence d’une fonction g telle que pour toute fonction f € Li(u), o(f) =

Jx fadp =< f.g>.
Supposons qu’il existe deux fonctions g et ¢’ telles que pour toute fonction f € L&(u), o(f) =<
f,9>=<f,¢' >. On a alors :

VfeLi(u),< f,g—g >=0

d'ott g —¢g' € Lg(u) N LE(u)*, ieg=4g"
Finalement, il existe une unique fonction g telle que pour toute fonction f € L(u), ¢(f)

Ix fadp.

Ol
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3 Densité et dualité des espaces L’

3.1 Les sous-espaces denses des espaces L”

Les espaces LP possédent des sous-espaces denses remarquables. Nous allons en étudier
quelques-uns dans cette partie.

Remarque 5. Si ¢ est une fonction étagée alors elle est intégrable si et seulement si p({e #
0}) < +o0 et alors p € LE(p) pour tout p € [1,+00].

On rappelle le lemme suivant, démontré dans le cours d’intégration :

Lemme 9. Soit f : (X,.A) — C une fonction mesurable. Il existe une suite (f,) de fonctions
étagées telle que (f,) converge simplement vers f sur X. De plus :

(1) Si f est positive, on peut choisir (f,) croissante avec, pour tout n € N, f,, > 0.

(i1) Si f est bornée, on peut choisir (f,) de sorte que (f,) converge uniformément vers f sur
X.

Remarque 6. On rappelle également que, si l’on est dans le cas (i), on peut choisir, pour tout

n €N,
n2"—1 k
k=0

E k+1
avec Yk € [0,n2" — 1], Eng = [ ({Q—H, 2—: D et By = f7H([n, +00]).

Proposition 12. Pour tout p € [1,+oo[, I’ensemble des fonctions étagées intégrables est dense
dans LZ.(1).

Démonstration. Soit f € L{(u).

f s’écrit comme combinaison linéaire de 4 fonctions de Li. (1) : Re(f)™, Jm(f)", Re(f)~ et
Jm(f)".

Donc on travaille avec f € L, (p). On a alors d’aprés le lemme 9 qu'il existe une suite de
fonctions étagées positives (¢, )nen croissant vers f. On a donc (¢, )nen € L5, () car |o,| < f
pour tout n € N.

Donc par le théoréme de convergence dominée, ¢, M fear |[f —onlP < fPet fP e L (n)
car o, et f sont positives. O

Définition 13. Soit ;1 une mesure.
p est une mesure de Borel sur (X, (X)) si pour tout compact K C X, u(K) est finie.

Lemme 10 (Urysohn). Soit (X,d) un espace métrique, O un ouvert et K un compact inclus
dans O.
On pose la fonction :
(X,d) — R*
POK T N d(l‘7 OC)
d(z,0%) +d(z, K)

- Flle est bien définie et continue sur X.
- Elle vérifie :
g < pox < 1o
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Démonstration. Supposons qu'il existe z € X tel que d(x, O%)+d(z, K) = 0, donc d(x, 0%) = 0
et d(x, K) =0, donc z € O° N K.

Or K est compact et O est ouvert, donc K et O sont fermés. Donc z € O¢ N K.

Or KCO, donc z € O N O, ce qui est impossible.

Donc le dénominateur ne s’annule pas, d’oit po  est bien définie. L’application x — d(x, A) est
1-lipschitzienne donc continue sur X, d’aprés le lemme 1. Donc po g est continue par somme
et quotient de fonctions continues.

Soit z € K ,alors d(z,0%) # 0 et d(x, K) = 0. Donc po x(z) = 1. Donc 1k < po k-

Soit z € O alors d(z, K) # 0 et d(z, 0) = 0. Donc po x(x) =0

Donc po,x < 1o car pox < 1. ]

z’—;‘ < |2 = 2] avec |2 = 1.

Lemme 11. Pour tout z € C,
max(|z*, 1)

z
Démonstration. En effet, cette inégalité est équivalente a : pour tout 2 € C, |1 — ————| <
max(|z|?,1)

i Z

|z —1| car |z| = 1ssi 2/ = e donc Vz € C, ‘ < |e? — 2] ssi pour tout z € C

- maz(|z%,1)
z

S 1——‘<|§—1|.

~ maz(|e=2[2,1) max(|Z]?,1)

Puis soit z € C, si |z| < 1, on a immédiatement l'inégalité.

‘ —i0

' < le7®2z — 1| ssi pour tout 2z € C,

Sinon |z| > 1, et montrons que ‘1 — ﬁ <z —1].
z
Or,ona|z—1]=|z—1| < |z||z — 1| car |z] > 1.
Z — 1
Donc |— ‘<]z—1]i.e‘l—j‘<|z—1|donc 1—% < |z —1). O
z z

Théoréme 7 (Théoréme de Lusin). Soit p une mesure de Borel réguliére sur un espace métrique
(X,d) et p € [1,+0o0].
Alors pour toute fonction f € LE(u) et pour tout e > 0, il existe p. € LE(w) NE(X,C) telle

que [|:|[sup < || flloos n({f # ¢:}) e et [[f — -y < e
St f >0, on peut choisir . > 0.

Démonstration. Nous allons démontrer ce théoréme étape par étape.

Etape 1 : Fonctions indicatrice de % ()

Soit A € B(X), [ = 14.

Comme f € ZL(p) si et seulement si p1(A) < 400, on suppose p(A) < 400.

Si p(A) = 0 on pose . = 0 et on a le résultat.

Sinon p(A) # 0 et p est réguliére, donc pour tout € > 0, il existe un compact K. et un ouvert
O tels que K. C A C O. et p(O\K.) < eP,ie ||[1o, — Lk ||, <e.

On pose p. = po. k.-

D’apres le lemme d’Urysohn, ¢, < lg_, et comme p(O.) = u((O\K)UK,) < p(A)+eP < 400,
ona lo. € 2 (), donc ¢. € LE ().

D’autre part, comme llx. < . < 1o, et g, < 14 < Lo, ona|p. — Ll < |1p, — Mg | dou
e — Lally < .

Or {f # p.} CONK, car f =, sur K. et f =, sur ‘O, car A C O, donc u({f # ¢-}) <
HONK:) < €.

On peut supposer € < 1 donc P < e.

Enfin, [[¢cl[sup < 1= [[Laflc = [ flleo car ¢ < Lo, et p(A) # 0.
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On a donc le résultat pour une fonction indicatrice de 2 (11).

Etape 2 : Fonctions de .£¥ (1) a valeurs dans 0, 1]

Soit f : X —]0, 1] une fonction de 2§ (p) strictement positive et vérifiant || f||o = 1.
n2n—1 . 271

On pose, pour tout n > 1, f, = > ok gy Fnllony = kgo 2nﬂ{2n<f<

k1, car f est
=0 2n }

a valeurs dans ]0,1].
On a f, —+> f simplement d’aprés le lemme 9 et la remarque 6.
n—-+0oo

Sion pose fo =0et Vn > 1,0, =2"(f, — fu_1), alorson a > % = ( lim fn) —fo=7f

n>1 n—-+4o0o
Soit n € N*. On remarque que ¢, ne peut prendre que les valeurs 0 et 1. En effet, pour tout
k+1
ke {0,.,2"t =1}, sur {f,.1 = 2n_1} = {271_1 < f < F} (car f,_1 est une somme

d’indicatrice sur des ensembles 2 a 2 disjoints), la fonction f,, ne peut prendre que les valeurs

2k 2k +1 2k k
on et + .Orsi f, = n = on1 = fn_1 alors ¢, = 0.
. 2k +1 )
Sinon f, = et ¢, = 1 donc si on pose A, = {¢, = 1}, on a

2n

on—1_1
A = U {2k+1<f<M}.

2n 2n
k=0

On adonc ¢, =14, et f=> 27"1y,,.

n>1

Comme f € L (p) et Ly, <27f ( < Y27y, = f), ona g, € L (1)

2 n<l
D’apres 'étape 1, on a donc pour € > 0 fixé, qu'il existe pour tout n > 1, ¢, . € .,%p( )N

9 9
¢(X,0,1]) tel que [[¢ne — @ullp, < 277#({90ns # on}) < o p < llenlleo <
+oo
On pose alors p, = % On a:
n=1
+o0 @ — +o0 © — +00 c c 1 c
TR TR IS o] [ [ S A B
2 2 2 4 3
n=1 P n=1 p n=1 1-— Z

n({we # 1) = ({nZ1 LA Z 2}) < zu({%,e # on}) < Zj 25 =

X [lenel
et 9l < 3 1252 < 5F L — 1 = [
n= n=
Comme la convergence de la série définissant ¢, est normale et que les ¢, . sont continues, on

a que . est continue.
On a donc le résultat pour les fonctions de £ (1) a valeurs dans |0, 1].

Etape 3 : Fonctions de .£f (1) positives et u-essentiellement bornées
Soit f € £ (u) positive, p-essentiellement bornées, et & €]0, || f||ool-
f+0o

[flloo +
On fixe ¢ > 0. Il existe d’aprés U'étape 2, 5. € €(X,[0,1]) tel que |wse — fsllp, < &', u({wse #

On pose fs = Comme f est positive, fs est a valeurs dans |0, 1] et || fs|lc = 1.
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€
fs}) <& et ||wsellsup < 1 avec e’ = min {5, —}

On pose @ = (|| flloo + )5 — 0 et . = max(gp, 0).

On a:

p{f # gt Secar {f # oo} CH{E 7 1 = {[flloo +0)p5e =0 # [} = {pse # fs}

@ellsup < [|@ellsup < [ flloos €t [l = fll, = [ max(pe, 0) — max(f,0)[[, < ||gc — fll, < € car
x +— max(z,0) est 1-lipschitzienne.

Etape 4 : Fonctions de % (i) p-essentiellement bornées de signe quelconque
On peut étendre le résultat de ’étape 3 & une fonction f p-pp positive.
Si f est p-essentiellement bornée, on peut appliquer I'étape 3 & f + || f]|co = 0 on a donc que
pour ¢ > 0 fix¢, il existe @, continue tel que ||Gclsup < IIf + 11 f oo loos
pf + [ flloo # &3 S e et [|f + [ flloo — Pellp < e
On pose ¢. = @ — || flloo- = est continue et dans 25 ().
On a :
— n{f # e} =S # (@ = 1fllo0); = n{f + [[flloc # P} <€
— If = eelly = IIf = (@c = [[flloc)lp = IIf + [[flloc = ellp < &
o ﬂﬁiftronﬁﬁre ||§06||sup < ||f”oo On a 956 - ”f”oo < ||955”sup - ”f”oo < ||f + ||f“00||00 -

Donc [@e — || flloc] < 1 flloc i€ llpellsup < [1.f [l
On a donc le résultat pour les fonctions de £ (1) essentiellement bornées de signe quelconque.

Etape 5 : Fonctions de .£F (1)
Soit f € LE(u), A> 0, > 0. On considere f) = fl<ay et A. tel que || f — f49)]], <

On applique D'étape 4 a f(4) et % sachant que {f # f4)} = {|f| > A.}.

DO | ™

Etape 6 : Fonctions de ZZ ()
Soit f € ZLE(u).

On pose g = |;| I{s20y, de sorte que f =|f|g.

On a g = g1 +1g2. D’apres 'étape 5, il ex1ste pour tout € > 0, 7, ., 2. relatives a g; et g telles
que [|Y1ellsup < [191]lo0s ({91 # %a}) 5 et g1 — Fellp < %

Facllouy < llgollcs {02 # 322} < 5, ct loa - b <5

/yi,s
max(ﬁfs + ’?3,57 1)
Comme |g| =1, 0on a g + g3 = 1.

On a pour i =1 ou 2, {”Yl,a # 91} U {’Yz,a # 92} C {:Yl,a # 91} U {:)/2,5 # 92}-
On définit alors 7. = v1. + 172..

avec 7 = 1 ou 2.

On pose ;. =

z

Or pour tout z,2' € C, || = 1, ‘ < |2/ — z|, d’aprés le lemme 11 donc on

" a2 1)
. ~ . €
obtient ||g — el < g = (re = o) <25 =
L’inégalité en norme |||« est immeédiate.
£
2(1+ (17 1lp)
Il existe une fonction ¢ continue tel que || ||sup < || f1lloos ({|f] # ¥} < et ||| f]| 2o ||, <

On pose alors, € > 0 étant fixé, ¢’ = min (1,
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!

On note alors que . = Y4, vérifie le résultat du théoréme.
Finalement, pour toute fonction f € Z¥(u) et pour tout € > 0, il existe ¢. € LE () NE(X,C)

tel que [|ellsup < [[flloe, n({f # e} < et If — el <. -

L’espace mesuré (R?, Z(R%), \;) posséde un sous-espace dense qu’un espace mesuré quel-
conque (X, A, 1) ne posséde pas. C’est ce que nous allons montrer dans cette derniére propo-
sition.

Proposition 13. Soit d € N*. Sur (R¢, Z(R%), \y), l’ensemble des fonctions continues @ sup-
port compact est dense dans tous les espaces Lg.(Ag), 1 < p < +00.

Démonstration. D’aprés la proposition 12, il suffit de montrer que pour tout £ € Z(R?) de
mesure finie, pour tout € > 0, il existe ¢ : R? — C continue & support compact telle que
6 — Llly < <.

Soit 1 < p < +oo, E € B(R?) de mesure finie, ¢ > 0.

D’aprés la remarque 1 et la proposition 2, il existe F' compact et O ouvert de R? tels que
F C ECOet \j(O\F) <. On note que \g(O) < e+ A\g(F) < 400 (%).

D’aprés le lemme d’Urysohn, il existe ¢ continue sur R? telle que 17 < ¢ < 1p. On note que
¢ est a support compact d’aprés (x) et qu'on a :

Ilp—Tlo<lp—-—lg<o—-—lg<lp—1p

D’Ofl ’(b — ]lE‘P < (]lo — ]lF)p = ]lo — ﬂF

On a alors [, ¢ — 1g[PdAg < e d’ou [|¢ — 1g|, < ev.

Finalement, on a bien que I’ensemble des fonctions continues & support compact est dense dans
tous les espaces LE(Ag), 1 < p < +00. ]

3.2 La dualité des espaces L?

Nous allons nous intéresser maintenant a la dualité des espaces LP.
Pour commencer, nous allons avoir besoin du théoréme suivant que nous admettrons :

Théoréme 8 (Radon-Nikodym, finie). Soit p, v deux mesures finies sur un espace mesurable

(X,A). Alors :
(VAe A u(A) =0=v(A)=0) < 3f € Lii(u);VA € A v(A) = / fdu
A
De plus, la fonction [ est unique dans Ly (p1).

Ce théoreme peut se généraliser & des mesures o-finies :

Théoréme 9 (Radon-Nikodym, o-finie). Soit u, v deux mesures o-finies sur un espace mesu-
rable (X, A). Alors :

VAe A u(A)=0=v(A)=0) < 3f : (X, A) - R" mesurable; VA € A, v(A) = / fdu
A

De plus, la fonction f est unique, a égalité p-pp pres.
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Démonstration. Seul le sens direct nécessite une démonstration. On suppose donc que VA €
A pu(A) =0=rv(A) =0.

Pour démontrer ce théoréme, nous allons nous ramener au cas des mesures finies afin d’utiliser
le théoréme 8.

Commencons par montrer I’existence d’une telle fonction f.

Les mesures 4 et v étant o-finies, il existe deux partitions de X : (F,) € A", (G,) € AN telles
que pour tout n € N, u(F,) + v(G,) < +o0.

On note que (Ey,) := (F;, N G;) € AY forme une partition de X vérifiant :

V(k’,l) c NQ, (Ekl) /L(Fk) < 400, V(Ekl) (Gl> < 4o00.

Or N? est dénombrable infini donc on peut supposer que les ensembles (E},;) sont indicés par
N. On les notera donc (E,)nen-

Pour tout n € N, on pose p, = u(. N E,) et v, := v(. N E,). Ces mesures sont finies donc,
d’apres le théoréme 8, il existe une suite de fonctions (f,) € (L, ()Y telle que pour tout
neN, v, = fuopn=(fulg,).p.

On pose alors f:= > f,1g, . D’aprés le théoréme de Beppo-Levi, pour tout A € A, on a :

neN
[ sdu= [ 443 fots
A

neN

= / L fudpin

neN

= V(ANE,) =v(4)

neN

Dou v = f.u.
Montrons que f est unique a égalité p-pp pres.
Supposons que f et f soient mesurables et telles que :

VA€ A v(A /fdu /fd,u

On a alors :

v({f > f}) = /{ L fan= /{ L Fn

done [, 5 (f = f)du =0 d'ow p({f > f}) = 0 et par symétrie, pu({f < f}) = 0.

On en déduit que p({f # f}) =0i.e f = f p-pp.
On obtient donc bien qu’il existe une unique fonction f € L, (i) telle que VA € A, v(A) =

fA fdu. O]

Théoréme 10 (Dualité positive). Soit (X, A, u) un espace mesuré o-fini, p € [1;+00[ et q son
exposant conjugueé.
Soit @ : LE (1) — R une forme linéaire continue positive. Alors :

dlg € L (n);Vf € Ly (p /fgdu

En outre, ||g||l; = ||®]| ou ||®]|| désigne la norme de ®.
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Démonstration. Soit (X, A, u) un espace mesuré o-fini.
Il existe (E,) € AN croissante telle que X = U,enFE, et Vn € N, u(E,) < +oo.
On pose Fy = Ey et Vn € N F,, = E,\E,_1.

Etape 1 : construction de g

Vn € N, VA € A, on pose 1,(A) = (L snp,)

Montrons que si n € N, v, est une mesure finie et qui vérifie : VA € A, u(A) =0 = v,(A) = 0.
- Uy, est & valeurs dans R™ car ® est positive.

v(0) =0

va(X) = D(Lr,) < [Bll|Lr [}y < @] E)7 < +o0.

- Soit (Ax) € AN, 2 & 2 disjoints,

Vn(kLEJN Ar) = (L enannr,) = PNy, cyanry)) = kgriloo Z 1 a,nE,)
La derniére égalité vient du fait que les Ay sont disjoints, donc les sous-ensembles des A le
sont aussi.
Par continuité et linéarité de @ :

+oo +oo
Vn (UkenAg) = Jm Z O(Lanm) =Y (Lanm) =Y va(Ar)
i=0 k=0

Si A€ Aest tel que u(A) =0, on a:
(A) = (acr,) < [N Iy = [ (A0 )P < [@]a(4)7 =0

Donc, d’aprés le théoreme de Radon-Nikodym pour les mesures o-finies :
Pour tout n € N,, il existe g,, : (X, .A) — R" mesurable, telle que VA € A, v,(A) = [, gndp.
De plus, [y gndp = v,,(X) < 400 car v, est finie donc g, € Ly (p). De plus, on a :

Un(A) = ®(Lanp,) = P(Lanp,nr,) = vn(ANF,)

donc on peut remplacer g, par g,1r, et g, est alors nulle en dehors de F,,.

Etape 2 : propriété de représentation

Les F,, étant deux a deux disjoints et sachant que g, est nulle en dehors de F;,, on a donc
+oo

g = > gn qui convient.
n=0

Soit f € L. ().

La série de fonctions positives Y fllg converge vers f (car X = L,enF}).

De méme, Y (f1f,)? converge vers fP.

On sait par le lemme fondamental qu’il existe une suite de fonctions étagées positives qui

converge vers f, notée (fi)men-
Comme ¢ est continue et linéaire, on a :
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+oo +oo
=0 (Z fﬂFn> =) ®(flg)
n=0 n=0

+o0
= lim ®(f,1F,)
m—r+00
n=0
+o0o
= mlir}rloo Z avp,({fm = a} N E,)
n=0 a€ fm(X)
= Zmlimoo 2. / Lgn=a)gndpt

a€ fm (X)

= mliToo / Fngndp Z Z / Jandp

_ /X Fody

Soit maintenant f € L% (u). Comme f = fT — f~, en appliquant ce qui précéde a f* et f~, on
obtient :

VieLlh(u / fadu

Etape 3 : Egalité des normes :

Supposons p > 1.

V(n,m) € N?, on pose fo. = sign(g)|g|? ]1{g<m}mEn

Soit (n,m) € N2 On a : |fuml? < |91 YPlg npgemr = |91 E.nfg<my < |m|9lp, dou

fom € Lg(1).
D’aprés 'étape 2, on a :

1/p
[ a8y = 0Gu) < N0l = 100 ([ o Lgemn) <400
D’ou :
9 1-1/p
V(n,m) € N?, (fEn |g|q]1{g<m}du) < [|@f
D’aprés le théoréme de Beppo-Levi sur m puis sur n, comme 1 — 1/p=1/q, on a :
1/q . 1/q
€N, ([, lgltdn) < |0 puis (fy lgldu) """ < @]
On a donc g € Li(p) et [|gllg < [|2].
D’apreés l'inégalité de Holder, si f € Li(w), |2(f)] < lgllqllf]l, dou |2 < ||g]l4-
Dot gl = [|%]l

Si p =1, on reprend la méme démonstration avec p’ =

r
1,r>1etq:r.

"
On constate alors que Vr > 1, ||g||, < ||®|| d’ou ||g]le < ||®]| < +00.
L’autre inégalité découle de I'inégalité de Holder.

Etape 4 : Unicité Soit ¢’ une autre fonction qui convient :
VA € AV € N, vn(A) = B(Tang,) = / g dy
A
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L’unicité du théoréme de Radon-Nikodym assure que Vn € N*, ¢'llp, = gllg, p-pp.
Dot g = ¢' p-pp. -

Pour exhiber le dual des espaces LE(1), 1 < p < +00, nous devons généraliser le théoréme
précédent et allons avoir besoin du théoréme suivant :

Théoréme 11. Soit Y un ensemble non vide. Soit E un R-espace vectoriel de F(Y,R) normé
et de norme ||.||. On note E* le cone des fonctions positives appartenant a E.

On suppose de plus que E vérifie :

(i) E est stable par valeur absolue, Vf € E, |f| € Et et |||f]]l = |||l

(ii) || est croissante, ¥(f,g) € B+ x E*, £ < g = /] < ol

Soit ® une forme linéaire réelle continue sur E.

Alors :

® se décompose sous la forme ® = T — O~ avec dt et &~ des formes linéaires, continues,
positives. Elles sont définies par :

Soit f € ET,

O*(f) =sup{®(p), p € ET, o < f}

O7(f) = —inf{®(p), p € EF, o < [}

Démonstration. Soit ® 'application définie sur By = {f € E, f > 0}

Etape 1 : ®* est positive et finie sur E, :

Soit f € E,. Comme 0 € E,, ®*(f) > 0. Soit ¢ € E, telle que 0 < ¢ < f. Par continuité de
la fonction ® et par croissance de la norme, on a ®(p) < [|@||||¢|l < ||®]|||f]], Par passage au
sup :

0 < 7(f) <[ @ISl < +oo

Etape 2 : ®* est additive sur £, : Soit f,g,¢ € ET telle que ¢ < f + g. On écrit p =

On a donc min(f, ) < f et maz(p — f,0) < g et min(f, @), max(p — f,0) € E*.
On a par linéarité de ® et par définition de & :

(@) < P(min(f, @) + ®(maz(p — f,0)) < S(f) + T (g)
Par passage au sup :
OF(f +g) < OT(f) + 27 (g)

Soit € > 0, il existe ¢y, p, € ET telle que ¢y < f, ¢, < g et DH(f) < P(py) +¢, PT(g) <
D(py) + €.
Or0<er+y,<f+g:

DT(f +g) = Plor + wg) = Ppy) + P(g) = OF(f) + DT (g) — 2¢

On a donc 7(f +g) = @7(f) + D7 (9).
Ainsi ©*(f + g) = @ (f) + 2" (9)
Etape 3 : définition et additivité de ®* sur E :

1
Soit f € F,ona f* = §(|f|j:f) = max(xf,0) € ET, on pose donc T (f) = T (fT)—dF(f7).
Soient f,g € E on peut décomposer f + g comme :

fHro=(+9)" "= (f+9) =f"—f +g" -9
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Donc (f+g)"+f+g9g =(f+g9) +ft+g"
Par ’additivité de &+ sur £ :

((f+g) ") +@T(f)+ 2T (g ) =2 ((f+9) )+ (fT) +27(¢7)
On a alors :
O (f)+0F(g) = @T(fT) =T (fT)+DT(g7) =P (g7) = @ ((f+9)") -2 ((f+9)") = " ([ +9)

Etape 4 : continuité sur E :

Soit f € E, comme ®* est positive, on a alors & (| f|£ f) > 0, par additivite (| f|) = £DT(f)
(done |8+ (£)] < ®*(|])).

D’autre part, on a (—f)* = fF et donc @ (—f) = —dF(f).

Soient f,g € E, par 'additivité et la majoration vu dans I’étape 1 :

[27(f) = 2T = [27(f = )| < @7 (If = gl) < NIIILf = gl = IS - gl

D’ou la continuité de ®+.

Etape 5 : linéarité sur £. Soit f € E, comme ®*(—f) = —®*(f) et par additivité de ®*, pour
tout n € N, @F(nf) = nd™*(f).

Soitae(@avecp,qGZetq;«éOtelsquea:g .

P (qaf) = q@"(af) = " (pf) = p@*(f)

On a donc ®*(af) = a®™(f). Par continuité de f et pas densité de Q dans R, on a pour tout
A€R, OF(Af) = ADT(f). Avec 'additivité de I'étape 4, & est donc une forme linéaire de sur
E.

Etape 6 : caractérisation

On définit &~ par : Soit f € F,

O(f) =27 (f) — (f) = sup{®( — f), v € BT, ¢ < [} = sup{—P(p),p € ET, ¢ < f}
= —inf{®(p),p € E*,p < f}

Soit @, et 5 deux formes linéaires positives sur E telles que ® = &1 —P,. Soient f € Fet p €
telles que 0 < ¢ < f. par positivité de @1 et Dy, on a P1(f) = P1(p) = D(p) + Py > O(f), en
passant au sup, ®1(f) = ®7(f). On en déduit que Py = O(f)—D1(f) < O(f)—PT =D (f). O

Remarque 7. (C.(X,R),||.|lsup) €t (Li(1),]-lp) avec p € [1;+o0] vérifient les hypothéses du
théoreme précédent.

Théoréme 12. Soit (X, A, 1) un espace mesuré o-fini, p € [1;+00]| et q son exposant conjugué.
Le dual topologique de LE(1t) est isométriquement isomorphe a LE ().

Le(p) — (Lg(w)
Démonstration. On pose ¥ : L%(u) — C

g SR TE d

f = [ fgdp

Montrons que ¥ est une isométrie linéaire surjective.
U est bien définie d’aprés l'inégalité de Holder et par linéarité de l'intégrale. Toujours par
linéarité de l'intégrale, W est linéaire.
.S,?it ® : Lz () — C une forme linéaire continue. ® = Re(P|1p(,)) +1Tm(PLe () +Re(Ppirp ) +
ZJm((I>|iL§(M)).
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On peut donc se ramener au cas ou ® : Ly (u) — R.

Avec le théoréme, on a alors comme @ est une forme linéaire réelle continue et que (L (1), |.|,)
vérifie les hypothéses du théoréme 11, ® se décompose sous la forme & = ¢+ —d~ avec T et O~
des formes linéaires continues positives. On a alors l'existence de deux fonctions g, g2 € L% (1)
associées a &1, &~ comme dans le lemme 10. On note alors que la fonction g = g1 — g2 € L% (1)
est telle que :

WG%w@mzémm

Donc V¥ est surjective. Il reste & montrer que c’est une isométrie.
D’aprés 'inégalité de Holder :
W[l < lgllq

et on montre I'égalité avec f, = Lyg015ign(g)|g|? "
U est alors une isométrie linéaire surjective d’out le dual topologique de L.(x) est isométrique-
ment isomorphe a L& (p). O

Nous en déduisons le résultat suivant :

Corollaire 3 (Inégalité de Minkowski intégrale). Soit (2, A1, 11), (Qo, As, u2) des espaces
mesurés o-finis. Soit F mesurable sur (21 X Qo, 11 ® p2) avec q € [1,+oo] telle que

F(x,.) € LE(p2)
pour jiy-presque tout x € €y et
z = |F(z,)lq € Lg(pm).

Alors
F(.,y) € L(m)

pour po-presque tout y € (o et

y = |1F(y)ll € LE(p2)

(/92 ( o |F<$,y)’dﬂl<$)>qdﬂ2<y)>; < /91 ( . \F(x,y)|qdﬂ2(y))édul(x)

avec
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Démonstration. On note p I'exposant conjugué de q.

</Q ( !F(m,y)|du1(x)>qdu2(y>>é )

zsup{ ( |F(z,y)|dp(2)g (y)) dpi2(y)
= {/ F(z,y)|dui(z)g (y)‘duz(y),g € Lg(p2), llglly = 1}

sup{ [ / s (o)) 9 € L0, ol =1}

sup{ |F z,y)9(y)|dpa(y)dp (x), g € LE(us), |9, = 1} par Fubini-Tonelli

|F'(, )| dp ()

1951

q

g€ L2 (), lgll, = 1}

< sup{ 1F G, allgllydis (), g € L), gl = 1} daprés Vinégalité de Holder
Q

P ldpaa) = [ ( [ |F<a:,y>|qdu2<y>) (@)

On obtient donc bien 'inégalité de Minkowski intégrale. O]

Q1

4 Convolution sur R?, d > 1

Avant de définir le produit de convolution, nous allons avoir besoin des quelques résultats,
énonceés ci-dessous.

4.1 Préliminaires

Théoréme 13 (Fubini-Tonelli). Soit (X, A, u) et (Y, %,v) deur espaces mesurés o-finis, f :
(X XY, A® B) = (RT, B(R*)) une fonction mesurable positive.

(a) Les fonctions x — /Yf(m,y)dy(y) et y — /Xf(x,y)d,u(x)

sont définies sur X etY et elles sont A et B-mesurables.

o o (] o) - | (] )

(Ces égalités ont lieu dans R ).

Théoréme 14 (Fubini). Soit (X, A, pn) et (Y, B,v) deuz espaces mesurés o-finis, f € L (n®
V).

(a) Pour p-presque tout x € X y — f

Pour v-presque tout y € 'Y x — f

(b) La fonction définie p-pp x — |, f
La fonction définie v-pp y — fX

@ [ sawsn = [ ([ sepaw) i - [ ([ e ) aw)
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Soit d € N*. On travaille désormais dans I'espace mesuré (R?, Z(R?), \y).

Théoréme 15. Soit 1 < p < +oo, f € LA()\), x € R
Pour toute h : R* — C, on pose h RY = C
‘ POMPOSEN =\ s Rt —a)

Rd — Lf:()\d)

L’application Ty : { r e f est uniformément continue.

Démonstration. On veut montrer que :
Ve > 0,36 > 0;V(z,y) € R)? [lz — yllaa <6 = I fo = filly <€
Soit € > 0. D’aprés la proposition 13, il existe g : R? — C continue & support compact telle que

If =gl <

Il existe alors (ai,...,aq) € (R™)? tel que supp(g) C [—a1,a1] x ... X [—ag,aq). D’apres le
théoréme de Heine, toute fonction continue & support compact est uniformément continue donc
il existe ¢ €]0, C], avec C' = max{a;, 1 < i < n} tel que

19
V(z,y) € R |l — yllre <6 = |g(z) — 9(y)| < ——
R 3(22d0d);

Soit (z,y) € (RY)? tel que ||z — y|lge < J. On a, en faisant le changement de variable u = t —x

[ Jatt =) =gt =n)Pante) = [ law) = gluta = pPdratw

/ 9(u) — glu+ 2 — y)PdAalu)
a1—6,a1+6]X...X[—ag—0,aq+9]

d eP
\2 Hai+6—3p22d0d
=1

e
S
Dot [lg. — gylly <
De plus, comme la mesure de Lebesgue est invariante par translation, on sait que pour toute
h € LE(\g), pour tout 2z € RY h, € LE(\y) et ||h.|l, = ||2]l,-
Finalement, on a :

1o = fylly < I1fz = gallp + 192 — 9yllp + llgy — fyllp
<N =9l + 19 = Hyllp + lgz = gyl
<2f = gllp + 192 — gylly
<2 X% c + < €
3 3
d’olt 74 est bien uniformément continue. O

4.2 Le produit de convolution

Le produit de convolution n’est pas défini que pour les fonctions positives mais nous allons
commencer par voir le cas des fonctions positives car certaines propriétés ne sont vraies que
dans ce cas. De plus, ces résultats nous serviront lorsque nous généraliserons le produit de
convolution & des fonctions qui ne seront plus forcément positives.
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Définition 14. Soit f,g deuz fonctions boréliennes positives de (RY, B(R?)) dans R™.
La convolée de f et g, notée f * g, est définie par :

£ .{Rd — Rt
T Vo = e flo—y)g)draly)

Proposition 14. (a) La fonction f x g est bien définie. C’est une fonction borélienne positive

de R? dans R¥ vérifiant :
* g)dA\g = dA dA
/Rd(f 9)dAq (/Rdf d)(/Rdg d)

(b) La convolution entre fonctions boréliennes positives est :
- commutative : Vf, g, fxg=gx* f

- associative : ¥ f, g, h, (fxg)*xh= fx(g*h)

(c)Vf,g, {f+g# 0} C{f #0}+{g#0}

Démonstration. Commengons par le point (a).

(RY x RY, B(RY) ® B(RY)) — (RT, B(RT))

Montrons que ¢ : { est mesurable.

(2, y) = flz—y)g(y)
) (Rd X Rd ( ) %(Rd)) N (R+, %(R"'))
Les; fonctions {( ) (( ))) ( ( H)) F) ot
R’ x R, B(RY) @ B(RY) — (R*, B(RY o
{ (z,y) = g(z) sont mesurables car f,g et les projections le

sont.

De plus,(z,y) = (z — y,y) est continue donc (Z(R?) @ B(R?), B(R?) @ Z(R?)) mesurable.
D’ott ¢ est mesurable comme composée de fonctions mesurables.

D’aprés le théoréme de Fubini, on sait alors que f x g est partout définie, (B(R?), B(RT))-
mesurable et que

/Rd (f*xg)drg = /Rd ( flx— y)g(y)d)\d(x)> dMa(y)
/Rd 9(v) (/ Fla = y)dAq( )) da(y)
_ /R dg(y) ( /R ) fd)\d) dA\a(y)

(b) Soit x € ]Rd
o (f*9)(2) = [pa fle=y)g(y)draly) =" fpa F(Wg(x — u)dAa(u) = (g * f)(x)
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o( # 9) * h)(x) = / (f * 9)(x — y)h(y)dra(y)

R4

= [ ([ 16 = v 20100 ) mnyirat)
_ /R d ( [ 1 =gl y)d)\d(u)) h(y)dMa(y) ot Uon a posé u—y-+7
= » (x —u) (/]R{d g(u — y)h(y)d)\d(y)) dAq(u) par Fubini-Tonelli

= [ J(&—u)(g*h)(u)dri(u)

R4

= (f* (g*h))(z)

(c) Siz ¢ {f # 0} + {g # 0} alors pour tout y € R%, comme z = (x —y) +y, f(x —y) =0 ou
g(y) = 0, donc pour tout y € R, f(x —y)g(y) =0, dou (f * g)(x) = 0. O

Remarque 8. Soit f et g deuz fonctions boréliennes de R% dans C.

On montre de la méme maniére que précédemment que la fonction (x,y) — f(x — y)g(y) est
(B(RY) @ B(RY), B(C))-mesurable.

De plus, on note que : Vo € RY y— f(z —y)g(y) € LE(\a) & |f] * |gl(z) < +o0.

On peut alors définir la quantité g : x> [o, f(x —y)g(y)dNa(y).

Définition 15. La quantité f x g s’appelle la convolée de f et g.

Théoréme 16. Si (f,g) € L&(\a)?, alors :

e pour \g-presque tout x € R, (f x g)(x) emiste;
o [*xg€ L(1C<)‘d> ’

o [[fx gl < I fllxllgll:-

Démonstration. h : (x,y) — f(x —y)g(y) est mesurable et, grace a l'invariance de la mesure
de Lebesgue par translation et au théoréme de Fubini-Tonelli, on a :

[, it =l = [ ([ 1= lan) lswlin)

- / 1 lgldA
Rd

= [[fllllglly < 400

Donc pour Ag-presque tout z € RY, [o. | f(x — t)g(t)|dN\a(t) < +o00, d’ou, pour Ag-presque tout
z € R (f % g)(x) existe et est intégrable.
De plus, on a || f =+ glli < [[f[1llg]l- O

Théoréme 17. Soit p €]1, 400, (f,9) € Lt:(Ma) x LE(Ng). On a :

o pour \g-presque tout x € R%, la fonction y — f(x —1y)g(y) est intégrable sur RY i.e (f * g)(z)
existe ;

o f*g € L?;:()‘d) ’

o [If *glly < I lxllgllp-
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Démonstration. On note q 'exposant conjugué de p.

D’aprés le théoréme précédent, on sait que pour A\g-presque tout z € R, ¢t — |f(z — t)||g(t)|?
est intégrable sur R

Done, pour Ag-presque tout x € R h:t — |f(x —t)|YP|g(t)] € LE(\a).

Soit z € R? tel que h € LE()\g) . Comme f € LE(A\y) on a:

y o> |flo — )1 € L)

D’aprés 'inégalité de Holder, on a alors :

y = f@ =g = fx = )"Pla@)l|f (@ =y € LE(Aa)

[ st =llswitn < [ 17—y WI|WM> ([ um)q

me0wmm<wuwwwwmwmmmnmmw<wuwwmw%wwfwe
LE2(Na) et [|f = gll2 < [IF 11 llgllzl 117,
Finalement || f * gll, < | FIL”ILF17Ngll, = I £l 9]l O

Théoréme 18. Soit 1 < p < 400 et g son exposant conjugué.
Si f € LR(\g) et g € LE(A\a) alors pour tout x € R?, la quantité (f * g)(z) existe, la fonction
f g est bornée et || f * glloo < | flpllgllq-

et :

Démonstration. Soit x € R?. D’aprés I'inégalité de Holder, comme la mesure de Lebesgue est
invariante par translation, on a :

[ 1= lswany) (/\fx— vwa>)\mu 1 lllalls < +oo

Donc f x g est définie sur R, bornée et || f * gloe < sup{|(f * g)(z)],z € R} < I fllollglly- O

Définition 16. Soit f : X — C. On dit que f appartient a L},
compact de X.

(X) ssi f est intégrable sur tout

loc

Proposition 15. Soit f € C.(R?) et g € L}, (R?). Alors f x g est continue sur R?.

Démonstration. Pour tout x € RY, y — f(z — y)g(y) est intégrable sur R? donc pour tout

x € RY (f x g)(x) est bien définie.

Montrons que fx*g est continue sur R%. Soit # € R%. Soit (2, )neny € (RN telle que liril Ty = T.
n—-+0o0o

Pour tout n € N, pour tout y € R%, on pose F,,(y) = f(z,—v)g(y). En posant, pour tout y € R?,
F(y) = f(x —y)g(y), on a alors, par continuité de f, que F,, — F \g-pp.

Soit K C X un compact tel que (x, — supp(f)) C K pour tout n € N. Alors on a, pour
tout y ¢ K, pour tout n € N, f(x, —y) = 0 et donc, pour tout y € R%, pour tout n € N,
)] < 1 flloe L @lg(@)]- Or y = [ fllooLic (y)]g(y)| est intégrable sur RY car g € Ly, (R).
Par le théoréeme de convergence dominée, on a donc :

i (£ +)(w) = lim_ [ Fw)irits) = [ PO = (£ )

n—-+o0o n—-+o0o R4

Donc f * g est continue sur R [
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of  of

Remarque 9. On note pour f € CHRY), Vf = <8_”8_
T1 Tdq

g e
D = .
(Ckla ad); (ax?l ) s ax34>

Proposition 16. Soit k € N, f € C*R?), g € L. (RY) et a = (ay,...aq) € N tel que

loc

d
Sty < k. Alors fx g€ CHRY) et DY(f xg) = D*f x g.
=1

) et pour a € N quec o =

Démonstration. D’aprés le théoréme précédent, il suffit de le montrer pour & > 1.De plus,
on peut se ramener par récurrence au cas k = 1. On suppose donc que k = 1. Soit z € RY.
Montrons que f * g est différentiable en x et V(f x g)(z) = (Vf * g)(x).

Soit h € R? tel que ||h||ge < 1. On a ,pour tout y € R? :

@ —y+h)— flo—y)— Vi —y)hl = [ ((TF =y sk = VS = A

< [[2llrae((P]|za)

avec €(||h||ga) W 0 puisque, comme f € C}(RY), Vf est uniformément continue sur R?,
Rd—>0

car f est a support compact donc V f aussi.

De plus, il existe K un compact tel que x + B(0,1) — supp(f) C K.

Ona f(x—y+h)— flx —y) — Vf(xr —y)h = 0 pour tout y ¢ K, pour tout h € B(0, 1) car
supp(V ) C supp(f) et done [£(z —y + 1) — f(z —4) — VI — »)h] < [Blzae(hllga) x(y)
pour tout y € R?, pour tout h € B(0,1).

Par conséquent (en multipliant par |g(y)| et en intégrant),

((fxg)(@+h) = (f xg)(@) = (Vf*g)(@)h] < [|h]lpae(lhllpa) /K l9(w)ldAa(y)

Donc f * g est différentiable en x et V(f x g)(z) = (Vf * g)(x). O

4.3 Suites régularisantes

La loi * n’ayant pas d’unité, nous allons introduire la notion de suites régularisantes afin de
pallier a cette absence.

Définition 17. On appelle suite régularisante toute suite (p,)n>1 de fonctions de R? dans R
qui vérifie :
e Vn € N*, p, € C(R?);

e Vn € N*, Supp p, C B(0,

o VneN*, [L,pndha=1;
e Vn e N* p, > 0.

);

S|

Soit (pp)n>1 une suite régularisante.

Proposition 17. Soit f € C(R?). Alors (p, * f)nen converge uniformément vers f sur tout
compact de RY.

39



Démonstration. Soit K C R% un compact. On a alors f uniformément continue sur K, car f
est continue.
Soit € > 0. Il existe a > 0 tel que :

V(z,y) € K2 |z —y—z|<a=|flz—y) - flz)| <e
que 'on peut réécrire :
Vo€ K, vy e B(0,a), |f(z—y)— f(z) <e

On a alors, pour tout n € N*, pour tout x € K :

(pux f)(z) — f(2) = » (@ =y)pn(y)dra — f() /Rd PrdAg = /Rd(f(rr —y) — f(7))pn(y)dAa(y)

_ /B L1 =) = S

1
Dot pourn > —,z € K :
Q

o+ 1)) = ) <= [ pu=c 0

Théoréme 19. Soit f € LE(RY) avec 1 < p < oo. Alors (p, * f)nen converge vers f dans
LE(RY).

Démonstration. Soit € > 0. C.(R?) est dense dans L2 (R?) donc il existe f; € C.(R?) telle que
If = fill, <e.

1
De plus, il existe K compact tel que pour tout n € N*, Supp(p, * f1) C B(0, )+Supp(f1)

donc, avec la propriété précédente et le théoréme de convergence dominée, on a:
lim |lpnx f1 = fil, =0
n—+00

Soit x € R, n € N*. On a :
pux 1) = f0) = [ (o =9) = fila =) + Ao = 9)pul)iNals) S (@)

= [ (@ =)= file = paada) + [ e = 9)pa(s)ddal) = @)
= pur (F = 1)@ + (oo x = @) + (R~ )
et on v aue [l (F ~ )l < lpallallf = Ailly = 15 = fily done
low s 7 = Fly < 207 = full+ llow « S = Al

On a ainsi :
lim sup 1 % £ — fll, < 2

D’ou :
il x J — fll, = 0 =
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Corollaire 4. Soit Q un ouvert de R%, 1 <p < oo. On a :
C(Q) est dense dans L{.(£2).

Démonstration. Soit f € LP(£2). Soit € > 0.
Par densité de C.(2) dans LL(Q2) on sait qu'il existe f1 € C.(f2) telle que :

If = fill, <e

On pose alors pour tout z € R? :

f2(:r)={ 51(36) st zell

st x € °
On a ainsi f, € LE(R?) et par le théoréme précédent, liI+n lpn * fo — fal|l» = 0.
n—-+00

De plus, il existe m € N tel que :
1
v 2 m, Supp(pn* f2) C B0, ~) + Suppfs € Q

On pose alors :
Yn = m, u, = pp* fo

On a ainsi (g )nsm C C°(Q) et lirf |tun — foll, = 0.
n—-—+0o0
Par inégalité triangulaire, on obtient :
Vnzm, fun = fllp < llun = follp + lfo = fllp < 2¢
D’otu C2°(€2) est dense dans L (). O

Pour conclure, nous avons vu en quoi les espaces LP généralisent les espaces [P. Nous avons

vu en particulier que les espaces LP étaient complets, qu’ils possédaient des sous-espaces denses
intéressants et que nous connaissions leurs duaux si p # +o0o. Nous nous sommes ensuite inté-
ressés aux propriétés hilbertiennes de I’espace L?. Le produit de convolution a ensuite été défini
et certaines de ses propriétés ont été abordées. Nous avons vu en particulier 'utilité des suites
régularisantes qui permettent par exemple de lisser les discontinuités par convolution ou encore
de démontrer la densité des fonctions de classes C'°° dans les espaces LP ou de Sobolev.
Un espace de Sobolev est un espace vectoriel de fonctions muni de la norme obtenu par com-
binaison de la norme LP de la fonction elle-méme et de ses dérivées jusqu’a un certain ordre :
si Q est un ouvert de R",n € N*, p € [1,4+0o0], m € N, on définit 'espace de Sobolev W™P(Q))
par WmP(Q) = {u € L%(\g);Va € N ||la||gn < m, D% € L%(A\g)}. Ces espaces de Sobolev
sont des Banach particuliérement adaptés a la résolution des problémes d’équation aux dérivées
partielles. Pour compléter ce projet, nous allons voir la construction de la mesure de Lebesgue
en annexe.
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A Construction de la mesure de Lebesgue sur R

Le but de cette annexe est de démontrer le théoréme suivant :

Théoréme 20 (Existence, unicité et caractérisation de la mesure de Lebesgue). Il existe une
unique mesure sur (R, Z(R)), notée \, telle que pour tout (a,b) € R?, a < b, A([a;b]) = b — a.
A est appelée la mesure de Lebesgue sur R. Elle vérifie :

A([0,1]) =1 et pour tout a € R, X = A(. + a) (invariance par translation).

Ces deux propriétés caractérisent la mesure de Lebesque.

Définition 18. e On appelle m-systeme, une famille & de parties de X contenant X et stable
par intersection finie.
e Un A\-systéme est une famille A de parties de X vérifiant :

(i) @ €A;

(11) Si (An)ns1 est une suite croissante pour linclusion d’éléments de A, alors |J A, € A
n>1

(Stabilité par réunion dénombrable croissante) ;
(11i) Si A, B € A sont tels que A C B, alors B\A € A (Stabilité par différence propre).
Proposition 18.

a) Si & est une famille de parties de X, alors il existe un plus petit A-systéeme A(&) contenant
&.

b)Soit A un A-systeme. St X € A et A est stable par intersection finie, alors A est une tribu.

Démonstration. Pour le point a), il suffit de remarquer qu’il existe un A-systéme contenant &
puisque Z(X) en est un, et que A(&) = (1 A est un A-systéme, qui est le plus petit

ECA
A A-systéme

contenant & par construction.
Pour le point b), on a que X € A donc A est stable par complémentaire d’aprés (iii). De plus,
n
si(A,) € AN comme | 4, = U < Ak>, il suffit de montrer la stabilité par réunion finie.
1

n>1 n>1 \k=

Or, pour tout A,B € A, AUB =°°“AN°B) € A. Donc A est une tribu. O

Théoréme 21. Soit & un w-systeme. Alors A(&) = o(&).

Démonstration. 11 suffit, d’aprés la propriété précédente, de montrer que A(&') est stable par
intersection finie car on a déja que X € A(&).

Soit F € &. Onpose Ap = {A € A(&)/ANE € A(&)}. Il est immédiat que Ag est un \-systéme
contenant &, donc A(&).

Autrement dit, pour tout E € &, pour tout A € A(&), ANE € A(&).

Doncsi Be A(&) et Ap ={A e A(&)/ANB € A(&)}, on a Ap qui est un A-systéme contenant
&. Donc A = A(&) pour tout B € A(&), i.e A(&) est stable par intersection finie.

Donc, comme X € A(&) et que A(&) est stable par intersection finie, le A-systéme A(&) est
une tribu et A(&) D o(&). De plus, une tribu est un A-systéme, donc A(&) C o(&).

D'ou A(&) = o(&). O
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Corollaire 5. Soient u et v deux mesures finies sur un espace mesurable (X, A), et & C A un
m-systéme engendrant A (i.e A= o(&)).
Si, pour tout E € &, u(E) = v(E) alors pu = v.

Démonstration. On pose A = {A € A/u(A) = v(A)}. On a A qui est un A-systéme. En
effet, u(@) = v(@) = 0 car p et v sont deux mesures; si (A,),>1 est une suite croissante
pour l'inclusion d’éléments de A, alors pour tout n > 1, u(A,) = v(A,) donc u(lJ A,) =

n=1
lim wu(A,) = 1ir+n v(A,) =v(lJ A,) donc |J A, € A;etsi A, B € A sont tels que A C B,

n——+o0o n——+o0o n>1 n>1

alors comme g et v sont finies, on a pu(B\A) = u(B) — u(A) = v(B) — v(A) = v(B\A)
donc B\A € A. Donc A est un A-systéme et A D &, donc d’aprés le théoréme précédent,
A=0(&)=A&) CA. ]

Dans ce corollaire 5, on note que ’hypothése de finitude faite sur les mesures finies sert a
la stabilité par différence propre mais cette hypothése peut étre assouplie, comme le montre le
corollaire suivant.

Corollaire 6. Soient p et v deux mesures sur un espace mesurable (X, A), et & C A tels que :
(i) & est un w-systeme et o(&) = A;
(ii) Pour tout A € &, u(A) =v(A);

(111) 1l existe une suite (Ep)n>1 d’éléments de &, croissante pour linclusion telle que X = |J E,
n=1

et pour tout n € N*, u(E,) = v(E,) < +00;
Alors 1 = v.

Démonstration. On pose, pour tout n > 1, p, = pu(. N E,) et v, = v(. N E,) qui vérifient les
hypothéses du corollaire 5 car, pour tout n > 1, comme FE,, C & et & est stable par intersection
finie, &N FE,, C &, donc u, et v, coincident sur & et donc par le corollaire 5, i, = v, pour tout
n>1.

Soit A€ A.Ona A= |J (AN E,) donc, comme (AN E,) est croissante :

n=>1

p(A) = lim p(ANE,)

n—-+o0o

= lim_fi,(A)

n—-+o0o

= lim v,(A)

n—-4o0o

= lim v(ANE,)

n—-+4o0o

=v(A).
Donc p = v. O]

Remarque 10. On peut remplacer dans (iii) la suite croissante (E,) par une partition de X
(X = || E.) avec pour tout n € N*, u(E,) = v(E,) < +00.

n=1

Proposition 19. Si p est une mesure sur (R, Z(R)), invariante par translation et telle que
w([0,1]) = 1 alors pour tout intervalle I de R, on a p(I) = long(I) ou long(I) désigne la
longueur de ["intervalle I.

De plus, si une telle mesure u existe, elle est unique.
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Démonstration. Montrons, pour commencer, que pour tout z € R, pu({z}) = 0.
On pose a = p({0}). p est invariante par translation donc, pour tout = € R, pu({z}) = a. Donc
pour tout n € N*, on a :

1
D’ou, pour tout n €e N*, 0 < a < —, i.e a = 0.

n
Donc pour tout « € R, p({z}) = 0.
Comme p est invariante par translation, pour tout n € N*, on a :

1= p([0;1]) = p({03U]0, 1]) = x(]0; 1])
, pl] —1 kD

> (J543))
)

1
donc pour tout n € N*, i Q 0, —}) = —.
n

n
Soit (ky, ko) € Z? tel que ky < ky. On a :

()= 3 (5] s em =t

k=k1+1

On en déduit que pour tout (q,q’) € Q? tel que q < ¢, u(l¢',q]) = ¢ —q.

Soit maintenant (a,b) € R? tel que a < b. 1l existe (g,) € QN telle que (g,) décroit vers a et
(¢)) € QY telle que (¢,) croit vers b vérifiant pour tout n € N, ¢, < ¢/,.

Pour tout n € N, on pose A, =|¢n,q,[- (A,) est une suite croissante d’intervalles vérifiant
U A, =la, b[ donc :

neN

o IR T IR T o —_ 7

neN

Or u(la, b)) = p([a,b]) = u(la,b]) = p(]a,b]) donc pour tout I intervalle borné de R, u(l) =
long(I).

Soit a € R. [a,4+o0[= | [a+n —1,a+ n| donc u([a,+o0]) = > 1= +oo.
neN* neN*
Les autres types d’intervalles se traitent de fagon analogue.

Montrons désormais que si une telle mesure existe, elle est unique. On pose pour tout n € N,
E, =[-n,n] et & = {I, I intervalle de R}.

Si A et X sont deux mesures sur (R, Z(R)) invariantes par translation et telles que A([0, 1]) =
N([0,1]) = 1, alors A et X' coincident sur & d’aprés ce qui a été fait plus haut et, pour tout
n € N, AX([-n,n]) = N([-n,n]) = 2n < +oo0. Comme & est clairement un 7-systéme et que
o(&) = #B(R), on peut donc conclure que A = X avec le corollaire 6 (on a bien |J £, =R). O

n>1
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A.1 Théoréme de Carathéodory

Définition 19. Une famille € de parties de X est une algébre de Boole si :
(i) X €€ ;

(ii) Pour tout A,B € €, AUB € € (Stabilité par réunion finie) ;

(11i) Pour tout A € €, A € € (Stabilité par complémentaire).

Théoréme 22 (Carathéodory). Soient € une algébre de Boole sur X et une application
1€ — RY telles que :
(i) (@) = 0;
(ii) V(A,B) € 6>, AN B = @ = u(AU B) = u(A) + u(B) (additivité finie) ;
(i) Pour toute suite décroissante (A,)nen € €V, si u(Ag) < +oo et () A, = &, alors
neN
lim p(A,) =0;

n—-+o0o
(iv) 1l existe une suite croissante (E,) € €~ vérifiant :

() X = nLEJN E,

(B) VneN,u(E,) < +o0o
(v) VAe ¥, lim u(ANE,) = u(A).

n—-400

Il existe alors une unique mesure fi sur la tribu (%) coincidant avec p sur €.

Avant de démontrer ce théoréme, faisons quelques remarques et introduisons du vocabulaire
qui nous seront utiles.

Remarque 11. e La condition (iii) est appelée propriété de Carathéodory ou parfois "conti-
nuité de la mesure en &".

e La propriété de Carathéodory exprime la "continuité & droite” de p le long des suites dé-
croissantes d’éléments de € vers ’ensemble vide. Il est cependant utile de remarquer que, sous
Uhypothése d’additivité finie de p sur €, il y a équivalence entre (iii) et (iv)(y) d’un coté et la
propriété de "continuité a gauche" de p sur € de lautre :

Y(A,) € €Y croissante, U A, €€ = ;L(U Ap) = lim u(A,)

n—+400
neN neN

Démonstration. On suppose (iii) et (iv)(y) vraies. Montrons que p est "continue a gauche" sur
t.
Soit (A,) € €N une suite croissante telle que |J A, € €.

neN
* Sip( U An) < 400, on pose, pour tout k£ € N, A} := (J A,)\Ax. Comme (A,,) est croissante,
neN neN
(Al) est décroissante et (| A/, = & donc, comme pour tout k € N, p < U An> = u(Ay) +
neN neN

1(Ayg), on a, en faisant un passage a la limite :

,u(U A,)= lim p(A,)+0= lim p(A4,)

n—-+o0o n—-+00
neN
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« Sinon u( |J A,) = 400 et, d’aprés le cas précédent, pour tout p € N
neN

M <<U An) N Ep> =H (U(An A Ep)) = nl_lglooﬂ<f4 NE,) = lim p(A.NE,) < Lm p(A4,)

neN neN n—-4o0o n—-4o00

Or, d’apreés (iv)(7), comme |J A, € E,

neN

ma((Ua)os)<n(Ya) =

d'ott lim p(A,) = +oo et finalement p est bien "continue & gauche" sur .
n—-+00
Réciproquement, supposons i "continue a gauche" sur €.

* Soit (A,) € €N décroissante telle que p(Ag) < +oo et (] A, = 2.
neN
Pour tout n € N, on pose A/, = Ag\A,. (A],) est une suite croissante vérifiant

U Al = Ay € €. u est "additive finie" donc pour tout n € N, comme (Ag\A,) N A, = &,
neN

H(A) = u(AL) + p(A,) done :

ngrfoo w(A,) = (U Al ) — p(Ao) =

neN

d’out (iii) est vraie.
* Pour tout A € €, (AN E,) est croissante et | J (AN E,) = A € € donc

neN
pu(A) = liI_"I_l w(ANE,) dou (iv)(y) est vraie. O
n—-+00o
Définition 20. (a) Une application p : € — RT wérifiant les conditions (i) a (iii) (respective-
ment (i) a (w)) du théoréme de Carathéodory est appelée une mesure (respectivement mesure
o-finie) sur l’algébre de Boole € -
(b) Une application m : P(X) — Rt est appelée mesure extérieure ssi elle vérifie :

(1) m(@)=0
(it) V(A,B) € P(X)* A C B= m(A) < m(B) (croissance)
(iii)  pour toute suite (A,) € P(X)N,m( U 4,) < Y. m(A4,) (o-sous-additivité)

neN neN

On notera bien qu’une mesure extérieure est toujours définie sur l’ensemble de toutes les parties
de X.

Remarque 12. Une mesure p sur une algebre de Boole € vérifie clairement les propriétés de
croissance et d’additivité forte, autrement dit :

Pour tout A, B € € tels que A C B, ona B\A = BN°A € € et u(B) = u(A)+u(B\A) = nu(A);
et pour tout A, B € €, u(AU B) + u(AN B) = u(A) + u(B).

Nous pouvons désormais démontrer le théoréme de Carathéodory :

Démonstration. Une algébre de Boole étant en particulier un m-systéme, 'unicité est une consé-
quence immédiate du corollaire 6.
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Montrons alors l'existence de fi.
Nous nous plagons tout d’abord dans le cas pu(X) < +oo. Nous allons procéder en plusieurs
étapes. (On remarque que 'hypothése (iv) ne nous apporte aucune information.)

Etape 1 : propriétés d’une mesure définie sur une algébre de Boole
(a) p est o-additive sur & i.e pour toute suite (4,) € €V d’éléments deux a deux disjoints,

UAn 6(5:>M<UAH) :ZU(AH)

neN neN neN

En effet, si pour tout n € N, on pose A, .= |J A= (U Ak)\((j Ag) € €, les ensembles
Ay, - Apy AL sont deux & deux disjoints et iinal U A: %NA;I = kDO Ay donc, par additivité
finie : u( U Ax) = p(As) + -+ (A + (4}

Or (A) lfeesi] décroissante et [ A, = @ d’ou le résultat avec (iii) en passant a la limite.

neN
(b) D’aprés la remarque 11, p est "continue & gauche" i.e pour toute suite croissante (4,) € €7,

Uae?d=ulJa) = lim p(A)
neN neN

(c) p est o-sous-additive sur € i.e

V(A) e | JAne G =p (U An) <> u(A)

neN neN
En effet, soit (A4,) € €V; posons, pour tout n € N, H, : "u <U Ak> < > p(Ag)" (on note
k=0

n

que, pour tout n € N, H,, est bien définie car |J Ay € ¥).
k=0

Hj est vraie.

(Ao U Ar) < p(AgU Ar) + pu(Ao N Ay) = p(Ao) + (Ar)

donc H; est vraie.
Soit n € N tel que H,, soit vraie.

I (U Ak) = (An+1 U (U Ak)) < p(Ansr) + ) p(Ar) = (A,

k=0 k=0 k=0
I'inégalité découlant de Hy et H,,. H,1 est donc vraie.
Le principe de récurrence assure alors que, pour tout n € N, ( Lnj Ak) < i w(Ayg).
En appliquant (b), on a alors : =

7 <U An) = lim 4 (U Ak) <> (A,

neN neN

~—

Etape 2 : Construction d’une mesure extérieure p* prolongeant g
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Pour tout A C X, on pose :

1nf{2u ), A C UBn,B 6%}

neN neN

Montrons que p* est une mesure extérieure coincidant avec p sur € (u* sera donc finie puisque
X e€v).

e Montrons que p*=pu sur €.

Soit A € €. En posant By = A et pour tout n € N*, B, = &, on montre que p*(A) < p(A).
Soit (B,) € €N tel que A C |J B,. A= |J (ANE,) avec, pour tout n € N, ANE, € ¢ donc,

neN neN
comme on a montré a I’étape 1 que p était o-sous-additive sur € et que u est croissante, on a :

A) <> WANB,) <) (B
neN neN

d’ott u(A) < p*(A) par définition de p*.
Et finalement, u = p* sur .
e Montrons que p* est une mesure extérieure.

— (@) =u(@)=0car ¥ €F.
— Soit (A, B) € 2(X)? tel que A C B.

{Z“ ), B C | B Bn e%} {Zu(Bn),AC UBn,Bnecf}

neN neN neN neN
donc, d’aprés les propriétés des bornes inférieures, p*(A) < p*(B).

— Soit (A,) € 2(X)N, e > 0.

Par définition de p*, pour tout n € N, il existe (B( ))keN € &N telle que A, C | B, ()
keN

(TL) < * 8 9 N .
et %M(Bk ) < pr(A,) + STt d’oil, en sommant :
DD uBI) <D u(A
neN keN neN

Oor J4.c U Blin) et N? est dénombrable donc :

neN (k,n)eEN2?

V€>0,u*(UAn><u* U B <D uB) <Y w(dn) +e

neN (k,n)EN2 neN keEN neN

d’ou p* (U An) < Y p*(A,) done p* est o-sous-additive.
neN neN
Finalement, p* est bien une mesure extérieure coincidant avec p sur €.
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Etape 3 : Fabrication de ji par restriction de la mesure extérieure p*

On a:

(a) 7 ={AC X;VBC X,u"(B) =pu* (BNA)+ p*(BnN®A)} est une tribu contenant %, et
donc o(%).

(b) La restriction de p* & 7* est une mesure sur (X,.7*) d’ou i := I €st une solution au
probléme de prolongement.

En effet :

o X € .I% car:

VB C X, p(BNX)+p (BN°X) = p"(B)+p" (@) = p(B) + 0= p"(B)

e Si Ae 7% pour tout B C X, u*(B) = p*(BN°(°A)) +pu* (BN A) donc ‘A € T*
e -Stabilité par réunion finie :
Soit A, A" € 7*. Pour tout B C X, comme BNAC Xet BN°“AC X, ona:
p'(B) =p(BNA)+p (BN°A)
=p (BNANA)+p (BNA)NA)+p (BNCA)NA)+p (BN©A) N A)
= (BNANA)+pw(BNANA))+p (BN (CANA") +p* (BN (AU A"))
Or BN(AUA) = (BN(ANA)U(BNAN“A)U(BN(ANA)) dou, comme p* est

o-sous-additive :
p(BN(AUA)) +p (BN (AU A')) < p(B)

et :
p(B) =p ((BN(AUA))U (BN (AUA))) <p(BN(AUA)) +p (BN (AUA))

et finalement AU A" € J*. T est alors une algébre de Boole.
-Stabilité par réunion dénombrable et o-additivité de p* sur J* :
Pour tout n > 2, on pose H, : "pour tout Ay, --- A, € 7* deux a deux disjoints, pour tout

BCX, u'(B) =Y w(BNA)"

=1
Soit A1, Ay € T* tel que AiNAy =2
Ay C¢ Ay et u* est croissante donc :

VB C X, p (BN A+ p' (BN A) < p(BNA)+p (BN Ay) = p*(B)

Donc Hy est vraie. Soit n > 2 tel que H,, soit vraie.
Soit Ay, -+, Apy1 € 7F deux a deux disjoints. Soit B C X.

n+1

D (BOA) = (BN Ays) +Z“ (BN A

i3]

<p(BNA,) +u* (B N (U J>> d’apres H,

J=1
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Or A,;1 N <U Aj> = @ donc,d’aprés Ho, H, .1 est vraie.
j=1

Le principe de récurrence assure alors que :

n

Vn > 2,VA;, -+ A, € 77 deux a deux disjoints, , VB C X, p*(B) = Y p*(B N Ay)(x)

i=1
Montrons maintenant que .7* est stable par réunion dénombrable.
n—1
Soit (A,) € (F*)N. On pose A} := Ay et pour tout n € N*, A/ := A,\ (U A;C>
k=0
Les Al sont deux & deux disjoints et on peut montrer par récurrence que, pour tout n € N,

Al Cc A, =JA,. Onaalors |J A, = |J 4], et comme .7* est une algébre de Boole, pour
1=0 neN neN
tout n e N, A € T
Il suffit donc de montrer que |J A, € T*.
neN

Soit B C X, n € N. Comme |J A}, =A4,€ 7" ona:
k=0

ey (50 (0a)) e (50 (01))

n
De plus, Af,---,AlC (U A%) sont deux a deux disjoints donc, d’aprés (x), on a, pour tout
k=0

neN:
> (BN AY) + (B n° (U A2>> <Y W(BNAY)+p (B n° (U AZ;)) < w*(B)
k=0 neN k=0 k=0

D’ou, en passant a la limite :

D (BNA) 4+ (B n* (U A;)) < 7 (B) (x)

neN neN

On en déduit alors, comme p* est o-sous-additive :

o)) e (o () ) (o) oo (o (U))

<Y W(BNA,) +u* (Bmc <U A;)>

neN neN
< w'(B)

On peut également en déduire :

B ((Bm (UA)) ' <Bmc (UA)>>
i, (Bn (UA)) . (Bmc (UA))

20



Dou |J A, € T
neN
Finalement, .7* est bien une tribu.

De plus, en posant B = |J A/, dans (%), on a que pour toute suite (A’) € (F*)N d’éléments
neN
deux a deux disjoints :

W (U Aé) =Y w4
neN neN

d’ou p* est o-additive sur .7*. C’est donc bien une mesure sur (X, 7).

-La tribu .77* contient o(%) :

Soit A€ ¥4, BC X,e>0.

Par définition de p*, il existe (BS) € (€)N telle que B C |J B¢ et Z w(B;) < p'(B) +e.

neN
Or p est additive sur 'algébre de Boole € et pour tout n € N, Bf ﬂ A B: N A e %€ donc :

S (BN A) + 3 (B A

neN neN

=Y u(BiNA) + Y u(B, N A
neN neN

= (u(B;NA) + u(B;n* A))
neN

= u(B;)
neN

<SuH(B)+e¢

et u* est o-sous-additive d’ou, pour tout € > 0 :

p(BNA)+ p*(BN®A) < p* ((U B;) mA) + ((U Bg) mCA>

< BN A) + Y (B A)

neN neN
Sp(B)+e
On a alors, en passant a la limite :
p(BNA)+p*(BN°A) < p(B)

et comme p*(B) = p*(BNA)U(BN“A) < p(BNA)+u(BN°A),ona A e T
Donc € C 7* et comme .7* est une tribu, € C o(%)

Nous nous plagons maintenant dans le cas général : u est o-finie.
D’aprés 'hypothese (iv), il existe une suite croissante (E,) € €™ telle que :

Vp € N, u(E,) < 400, X = | J B, et VA€ Z, lim p(ANE,) = pu(A).

pP—r—+00
neN

Pour tout p € N, on pose 1, := p(.NE,). Pour tout p € N, p, est une mesure finie sur 1’algébre
de Boole ¥ donc p, se prolonge en une mesure finie /i, sur la tribu o(%).
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De plus, comme (E,) est croissante, pour tout p € N, fi,,11(. N E,) = fi, d’aprés le corollaire 6
puisque % est un m-systéme et que pour tout A € €, on a :

fip+1(AN Ep) = p((AN Ep) N Epi1) = p(AN Ep) = f,(A).
D’ou :
VA€ 0(%),Vp €N, fi,(A) = fip+1(AN Ep) < fip41(A)

i.e pour tout A € o(%), la suite (fi,(A))pen est croissante.
On pose alors, pour tout A € 0(%), fi(A) := lir+n fip(A).
p——+oo

Montrons que [ est une mesure sur o(%).
— Pour tout A € 0(%¢), 1(A) > 0.

— (@) = lim [,(2)=0.

p—>+00

— Soit (A,) € o(€)N une suite d’éléments deux a deux disjoints. Pour tout p € N, on a :

fip (U An> =D (A < (A

neN neN neN

f (U An) = pggl_looﬂp <U An) < Z/l(An)

neN neN neN

De plus, pour tout (n,p) € N2, fi,, ( U An) > > fi,(Ag) donc, en passant a la limite :
neN k=0

doni(U 4,) > Tt
neN neN
On a alors que fi est o-additive sur o(%).

Finalement fi est bien une mesure sur o(%’). Montrons qu’elle coincide avec p sur €.
Pour tout A € €, on déduit de (iv) que :

A(A) = lim ji,(A) = lm u(AN E,) = p(A).

p—+o0o p—+o0

On a alors 'existence d’une mesure fi sur la tribu ¢(%’) coincidant avec u sur %. ]

A.2 Construction de la mesure de Lebesgue sur R

Nous allons pour cela appauvrir la structure d’algébre de Boole.
Définition 21. Une famille ¥ de parties de X est une semi-algébre si :
(i) @ €.7;

(ii) Pour tout A, B € ¥, AN B € . (Stabilité par intersection finie) ;
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(1ii) Pour tout A € .7, il existen > 1 et Ay,..., A, €. 2 a 2 disjoints tels que “A = |J A;.
i=1

Remarque 13. La famille /7 = {I C R, I intervalle de R} est une semi-algébre car & € .7,
[intersection de deux intervalles reste un intervalle et pour tout I intervalle de R, I = I, U I,
ou I, Iy sont deux intervalles disjoints.

Proposition 20. Soit . une semi-algébre.
(a) €(S) = {U A;, A, €S, deux a deux disjoints, n > 1} est la plus petite algeébre de Boole
i=1

contenant & .

(b) Soit pu: .7 — Ry une application vérifiant :

o u(@)=0

e VA BeY, AUBe . et ANB =02 = u(AUB) = u(A)+ u(B)

Alors u admet un unique prolongement @i sur € () vérifiant la propriété d’additivité finie ((ii)
du théoreme de Carathéodory).

Démonstration. (a) Toute algébre de Boole contenant . contient () (stabilité par réunion
finie). Montrons donc que %(.¥) est une algébre de Boole :

e e/ CE)

e Soient n,m € N. Soient 1 <i < n, 1< j < m. Soient 4;, B; € .77

€ () est stable par mtersectlon ﬁme car d’une part, on a :

(U)o (U ) =Ueans

et que d’autre part les A; N B; sont deux & deux disjoint dés que les familles (A4;)i1<i<n et

(Bj)1<j<m sont constituées de parties deux a deux disjointes.

m) .
Soit A = U A; € €() : par hypothése chaque “A; = U1 Bk ot les Bk sont des parties de
< deux a deux disjointes.

On peut remplacer les m(i) par m = max m(7) (il suffit d’ajouter des B @). On a alors,

en développant :

=1 =1 \k=1 1<ky,....kn<m \1=1

n .
Comme . est stable par intersection finie et que les [ B,gz), 1<k, -k, < msont deux a

i=1
deux disjoints, on a ‘A € € ().
€ () est stable par union finie car € (%) est stable par intersection finie et complémentaire.
Donc € (%) est la plus petite algébre de Boole qui contient .%, puisque toute algébre de Boole
contenant . contient €(.7).

(b)Pour tout A= |J 4, € €(¥) (les A; € . sont deux a deux disjoints), on pose :

i=1

=D A
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Si A admet une autre décomposition (A = (JI_, B;), on a alors, par additivité de y sur .7 :

m

Zu(Ai) = ZM(Az‘ NBy) =Y u(B)

j=1
donc 7z est bien définie. De plus, 7 est entiérement déterminée par les valeurs de p sur ., d’oul
I'unicité. L’additivité finie vient de la définition de .

Donc p admet un unique prolongement 7 sur ¢ () vérifiant la propriété d’additivité finie. [J

Remarque 14. Par l'additivité finie de [, on déduit ces trois propriétés :
VA, Be ¥, () AC B= nu(A) <u(B) (croissance)

oA Be ¥, () n(AUB)+ (AN B) =7(A) + u(B) (forte additivité)

oV(A)i<i<n € €, () T LnJ A;) < iﬁ(Ai) (sous-additivité finie)

=1 =1

Définition 22. Soit I un intervalle de R. La longueur de I, long(I), est définie sur Ry par
long(I) = sup(I) —inf(I) < +oo si I # &, et long(@) = 0.

On a par ailleurs que la semi-algébre .7 = {I C R, intervalle de R} vérifie o(.77) =
o(la, +oo[,a € R) = A(R).

Théoréme 23 (Existence, unicité et caractérisation de la mesure de Lebesgue). Il existe une
unique mesure sur (R, B(R)), noté A\, coincidant avec la mesure de longueur long sur 7. A
est appelée la mesure de Lebesque sur R. Elle vérifie :

A([0,1]) =1 et pour tout a € R, X = A(. + a) (invariance par translation).

Ces deux propriétés caractérisent la mesure de Lebesque.

Démonstration. La mesure de longueur long est clairement finiment additive sur .7 au sens
de la proposition 20 car si I et J sont deux intervalles tel que I N J = &, alors long(I U J) =
long(I) + long(J).

D’aprés la proposition 20, elle admet donc un unique prolongement long & l'algébre € (.77) =
{[,U...UI,, I}; intervalles 2 a 2 disjoints, n > 1} qui est finiment additive au sens de la condition
(ii) du théoréme 22. Le point (i) du théoréme 22 est immédiat. Montrons que long vérifie les
conditions (iii) et (iv) de ce théoréme.

Vérification de (iii) :

Soit (A, )nen+ une suite décroissante pour I'inclusion d’éléments de €(.#;) vérifiant long(A;) <
+oo et [ A, = @. Montrons que ngrfm long(A,) = 0.

n=1
L’ensemble A; est une réunion finie d’intervalle de longueur globale finie, donc A; est bornée

et pour tout n > 1, on écrit : A, = I{n) U...UI™ ou pour tout k € {1,...,pn} I,g") sont des
intervalles deux a deux disjoints.
Si, pour un n € N*, A, = &, comme (A,,),en+ est une suite décroissante pour I'inclusion, on a
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bien lim long(A,) = 0.

n—400

Sinon, pour tout n > 1, p,, # 0. Soit € > 0. On pose, pour tout n > 1, k € {1,....,p,} :

(n) _ |, £ (n) £ . g(n) (n) £ : (n) _
Jpy = oy + pﬂ”“’ﬁk = ot sify) —ay’ > oo et sinon J,' =@
ou pour tout n > 1, k € {1, ..., p,}, oz,(gn) et Blin) désignent respectivement les bornes inférieures
et supérieures de 1! N ") Pour tout n > 1,k e{l,..,p,}, intervalle J,En) est un compact (segment
de R) éventuellement vide, contenu dans 1™

Pn
On pose alors, pour tout n > 1, A = J™ On a clairement pour tout n > 1, A € €(.71),
k
kf

/ 7 / L : €
Al C A, et long(A\AL) < Z o 2n+1 = o

Par construction, pour tout n 2 1, A’ est compact donc fermé dans le compact A; ( les fermés

bornées de R sont les compacts de R), et (] A/, = @. Il existe donc n. > 1 tel que ﬂ A =2

n>1 k=1
On a donc :
A, = ﬁ Ay
k=1

~(Na) ()

k=1 j=1
- () ne()

k=1 j=1
-(Na)n (U=

k=1 Jj=1

Donc long(A,.) < Z long(A\A}) <

Finalement, pour tout n > n., il vient long(A,) < long(A,.) < e.
Donc lim long(A4,) = 0.

n—400
Vérification de (iv) :
On pose E,, = [—n,n| pour tout n € N. On a, pour tout n € N E, C E,11, J E, = R et

neN
long(E,) = 2n.
Soit A € €(#7). Si long(A) < +oo, alors A est borné et pour n assez grand, A C E, donc
long(AN E,) = long(A) et (iv) est vérifiée dans ce cas.
Si long(A) = +o0, alors au moins 1'un des intervalles constituant A n’est pas borné, il suffit
donc de vérifier () pour ceux-ci. Traitons le cas d’un intervalle de la forme [a, +00], a € R.
Pour n assez grand, long([a, +oo[NE,) = long([a,n]) = n — a donc nl_lgloo long([a, +oo|NE,) =
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+00 = long([a, +00[). On montre ceci de méme pour les autres intervalles non bornés.
D’ou (iv) pour long.

Il reste & montrer les propriétés de la mesure de Lebesgue.

La mesure de Lebesgue A\ = long ainsi construite sur Z(R) est unique grace a la proposition
19.

De plus, pour a € R, la mesure \(. + a) coincide avec A sur .7 car long(I + a) = long(I) pour
tout I € 7. Donc elles coincident sur o(.7) = Z(R).

D’autre part, A([0,1]) = long([0,1]) =1—-0=1.

Donc l'invariance par translation et le fait que la mesure du segment unité vaut 1 caracté-
risent la mesure de Lebesgue sur R. O]
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