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Dans 'unité d’espaces fonctionnels de L3, nous avons vu que dans un espace de Hilbert H,
pour tout sous-espace vectoriel fermé F de H, il existe une projection P : H — F' linéaire
continue, ce qui signifie que tout sous-espace vectoriel fermé de H est complémenté dans H.

Un théoréme di & Lindenstrauss et et Tzafriri dit quant & lui que si X est un espace de Banach
de dimension infinie dans lequel tout sous-espace vectoriel fermé est complémenté, alors X est
isomorphe a un espace de Hilbert. Ce théoréme permet de faciliter la classification des espaces
de Banach, une des motivations de la géométrie de ces espaces. Sa preuve fait appel au théoréme
de Dvoretzky, démontré par Aryeh Dvoretzky au début des années 1960.

Ce théoréme de Dvoretzky permet également de répondre par l'affirmative a la question de
Grothendieck, posée en 1956, qui se demandait si tout espace de Banach de dimension infinie
admettait un sous-espace de dimension finie dont la distance & un espace de Hilbert était au
plus d’ordre constant, et dont la dimension pouvait étre arbitrairement grande.

C’est ce dernier théoréme que nous allons prouver ici, en reprenant la démonstration de Mil-
man, datant des années 1970, et qui utilise la théorie des probabilités.

Pour cela, nous commencerons tout d’abord par introduire l’ellipsoide de John d’un espace
de Banach de dimension finie, et étudier certaines de ses propriétés. Nous démontrerons ensuite
dans une deuxiéme partie un théoréme connu sous le nom de "phénoméne de concentration de
la mesure", qui dit qu’une fonction lipschitzienne définie sur la sphére euclidienne de dimension
n se rapproche de plus en plus de sa moyenne quand n augmente.

Pour finir, nous démontrerons le théoréme de Dvoretzky.

Notons que tous les espaces vectoriels seront pris réels, méme si la plupart des théorémes
énoncés peuvent étre étendus au cas complexe.

1 Ellipsoide de John

Soit (X, ||.]|x) un espace vectoriel normé de dimension n et soit ||.|| g une norme euclidienne
sur X, 7.e une norme induite par un produit scalaire sur X.

Définition 1. On appelle ellipsoide de X toute boule unité fermée de l’espace vectoriel normé
(X, 1), & i={z € X;||z|| < 1}, ou ||| est une norme euclidienne sur X.

Commencons par donner une caractérisation un peu plus pratique d’un ellipsoide.

Proposition 1. Soit A C X. A est un ellipsoide de X si et seulement si il existe une application
S 4y — X linéaire bijective telle que A = S(Byy).

Démonstration. Soit &£, un ellipsoide de X, dont on note la norme euclidienne associée ||.| .
Montrons qu'’il existe une application S : 3 — X linéaire bijective telle que &, = S(B).

Soit (e;)", € (£5)™ la base de vecteurs unitaires de ¢5. On choisit une base (x;)~, € X"
de X, orthonormée par rapport au produit scalaire induisant ||.||g. On peut alors définir une
application linéaire bijective S :

g. g — X
"1 es — z; pour tout i € {1,--- ,n}
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On pose By := {y = (yi)i=y € R 351, [yif* < 1}
Montrons que S(Bg) = &,. Soit y = (y:)i~; € X.

y € S(By) & I, € R%y =50 New), Y _IM[P <1
=1 =1

& J(N)iL, eRYy = ZN%’, Z AP <1
i—1 i=1
sSyel,

Réciproquement, soit S : £3 — X une application linéaire bijective. Montrons que (B ) est
un ellipsoide de (X, ||.||x)-
On note (,) le produit scalaire de 3.

[ XxX = R
) {(x,y) = (ST, ST hy)

est un produit scalaire sur X, dont on note ||.|g la norme associée.
Montrons que S(Bg) = {r € X; ||z||g < 1}
Soit z € X. On a :

|2l = (z,2) = (572, S"a) = [|S 2|

donc z € {z € X;|[z[|g < 1} si et seulement si 2 € S(Byy). On a donc montré que tout A C X
est un ellipsoide de X si et seulement si A = S(Byy) out S : {5 — X est linéaire bijective. [
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On veut désormais montrer qu’il existe un ellipsoide de volume maximal contenu dans

By :={x € X;||z||x < 1}. Plus précisément, si S : R” — X est une application linéaire bijec-
tive, le volume d’un borélien A de X est naturellement mesuré par volg(A) = MM (S71(A)), ou
I'on a noté A la mesure de Lebesgue sur R”. On dit alors que volg : Z(X) — [0, 0] est une
mesure de Lebesgue sur X.
La quantité volg(A) dépend évidemment de I'application S mais puisque nous cherchons seule-
ment a comparer ces valeurs, et non a les calculer, il suffit d’observer, pour deux boréliens A et
B de X, le quotient EZEEE; qui est indépendant de S. En effet, si S7: 04 — X et Sy : 0h — X
sont deux isomorphismes, on a pour tout borélien A de X, a ’aide d’un changement de variable
affine :

vols, (A) = / g1 4ydA™

= / | det (571 S5) g1 () © Sy S2dA™
= | det(S;1S)|vols, (A)

car Lg-1.4 0 SS, = Lo (ay-

Donc si A et B sont deux boréliens de X, on a :
volg, (A) | det(S;S5 1) |vols, (A) _ wvolg,(A)
vols,(B) | det(S,S;1)|vols,(B)  wvols,(B)

dés que cela a un sens.
On note que deux mesures de Lebesgue sur un espace vectoriel normé X de dimension finie
different d’une constante (multiplicative).



Théoréme 1. Soit (X, |.||x) un espace vectoriel normé de dimension n.
1l existe un ellipsoide de dimension n et de volume maximal contenu dans Bx.

Démonstration. 11 existe un ellipsoide &, contenu dans By. Il existe une application linéaire
S ly — X telle que £, = S(Bg). On note ||| g la norme euclidienne induite sur X par S (cf
prop 1).

Soit & un ellipsoide de X. &£/ est 'image de &, par un isomorphisme 7" € Z(X).

De plus &, C By si et seulement si ||T||p—x < 1. En effet, supposons que &/, C Bx. Alors :

1T x = sup{[|T ()] x, = € En}
<sup{|lyllx,y € &}

< sup{|lyllx,y € Bx}
<1

Réciproquement, supposons que ||T||g—x < 1. Soit y € . 1l existe x € &, tel que y = T'(z).
On a alors :
lyllx = IT@)x < [Tllpx <1

D'ou &/ C By si et seulement si |7 gox < 1.
Or :

vols(€,,) = | det(T)volros(E,) = | det(T) A (S™HTH(E)))
= [ det(T)[A"™(S7!(E,)) = | det(T)|A™ (Byy)

donc il suffit de montrer l'existence d’'un maximum pour la fonction |det | sur la boule unité
fermée de I'espace de Banach (Z(X), ||.||g=x). Or (Z(X),|.||z—x) est de dimension finie donc
sa boule unité fermée est compacte et | det | est continue donc on a bien le résultat recherché. [

On pourrait également montrer qu’il n’existe qu’un unique ellipsoide de volume maximal
contenu dans By mais nous n’avons besoin que de son existence dans la suite. Ceci justifie la
définition suivante :

Définition 2. L’ellipsoide de volume mazimal contenu dans la boule unité fermée Bx est appelé
ellipsoide de John.

On note alors Ex l'ellipsoide de John de X, ||.||sy la norme euclidienne qu’il induit sur X
et (,) le produit scalaire associé. On sait qu’il existe une application linéaire S : f5 — X telle
que Ex = S(By).

Ex C Bx donc ||I||gy—x <1 et pour toute T' € Z(X) vérifiant ||T|ley»x < 1,on a:

| det(T")| < 1.

En effet, soit 7' € GL(X) (le résultat est clair si T n’est pas inversible) vérifiant || 7| e,—x < 1.
Puisque ||T|ex—x <1, T(Ex) est un autre ellipsoide de X. Or :

vols(T'(Ex)) = ]det(T)|/\(")(ng) = | det(T")|vols(Ex)

d’ott |det(7")| < 1 par définition de Ex.
On en déduit que si dim(X) = n, pour toute ' € GL(X), on a :

T n T n
det(T)] = | et (HTHSM e e HX) = 0| et (—nTug HX) | < I,
X X
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On note que cette inégalité reste vraie si T n’est pas inversible.
On note également que det(/) = 1 donc ||I|gyx = 1, ce qui signifie qu’il existe z € Ex tel
que ||z||x = 1 car la boule unité fermée de X est compacte.

Nous noterons (X ||.|[x+) 'espace dual de (X, ||.||x) o, pour tout z € X, on note :

|zl x- = Sup{|{z,y)|;y € Bx}

Nous cherchons désormais a estimer la "distance entre X et ¢3". Pour cela, nous avons besoin
de plusieurs résultats, énoncés ci-dessous.

Lemme 1. On a : ||| x+5e, < 1.

Démonstration. Soit z € X\{0}. On a :

1 1
T = —x,z) < T,T
Iellex = ey ) = o
1
< 1o, )] < supfl{e. )|y € B)
R

Donc pour tout z € X, ||z]le, <
D’ou H[’ X*—=Ex < L. -

On a alors :
Ve e X, ||lz)lx < |lz]lex <

Lemme 2. Soit (X, |.|x) un espace vectoriel normé de dimension n. Soit x € X tel que

l2llx = l[zllex = 1.
On a alors |||

X* :1

Démonstration. Soit y € Bx. D’aprés le lemme 1, il suffit de montrer que (z,y) < 1.
Pour tout ¢ > 0, on a :

L< @+ )zllx = tlyllx < I+ —tyllx <1+ 1)z = tylley

car (1 +t)||z||x —tlly[lx =1+ t(1 —|lyllx) > 1. D’ou, pour tout ¢ > 0 :

L< (L +talz, + lltyllz, —2((0 + )z, ty)
< (L+6) +yllz, — 2t(1 +1){z, y)

On a alors, pour tout ¢ > 0 :
0<2+t+tylz, —2(1+t)(z,y)

1.e pour tout ¢ > 0 :
2(z,y) <2+t +tylz, —2t(x,y)

On a donc le résultat en passant a la limite quand ¢t — 0. O

Lemme 3. On a, pour tout H € M, (R), ddet(I)H = tr(H).



Démonstration. Pour tout (i,7) € [|1,n[]? on a :
1+ )\51‘7]‘ = det(] + )‘Ei,j) =1+ /\ddet(])Ew + O)\_ﬂ)(/\)
donc ddet(I)E; ; = 6; ;, d’ou le résultat. O

Lemme 4. Soit (X, ||.||x) un espace vectoriel normé de dimension n, et T € L (X).
Il existe x € X tel que ||z||x = ||z|ley =1 et [tr(T)| < n|T(x)|x-

Démonstration. Pour tout k € N*, il existe x € X tel que ||zk|le, =1 et
o5

1
BT =T
xk+k (l’k> X +/{Z

Ex—X

car X est de dimension finie et I + %T est linéaire.
Pour tout k € N*, x, € Ex et Ex est compact donc il existe (k;)i°; C N* strictement croissante

et x € Ex tels que lim =z, = 2.
=400

On note que ||z||g, = 1 et, par passage a la limite, ||z||x = ||{|lsx—x = 1.
De plus, pour tout [ € N* :

1 1 1 n 1 n
det | [+ =T ) < H] —TH — H -T ‘ <(1+ 21T
e ( + i ) < |+ Dl = lom + kl (7,) St k’z” (zx,) || x
D’ou :
det(I + T — det(I 1+ LT (z n_q
t—=0F t l—+o00

ki
[

Théoréme 2 (Hahn-Banach). Soit (X, ||.||) un R-espace vectoriel normé, E un sous-espace
vectoriel de X, f € E*.
Il existe F' € X* telle que F|lg = f et || F|

x» = If]

E*-
Remarque 1. On note que Uapplication J est une isométrie linéaire bijective, ou J est définie
par :
(X x) = (X [ x-)
J: X — R
X —
y = (z.y)

Lemme 5. Soit u € X. Il eziste y € X tel que ||y|

x+ =1 et ||ul|lx = (u,y).

EFE — R

Moo= Mullx [ est une forme linéaire continue

Démonstration. On pose FE := Ru et f : {

sur E vérifiant || f||g- = 1.

D’aprés le théoréme de Hahn-Banach, il existe F' € X* telle que F|g = f et || F|
D’aprés la remarque 1, il existe y € X tel que pour tout = € X, (x,y) = F(z). On note alors
que ||ul|x = F(u) = (u,y) et :

x+ = sup{[(z, )|,z € Bx} = sup{|F(z)],z € Bx} = || F|

y] x =1



Théoréme 3. Soit (X, |.||x) un espace vectoriel normé de dimension n.
On a m(Ixe,) < /n ot m(Ix_e,) est la plus petit constante C' > 0 telle que pour tout
k € N*, pour tout (z1,--- ,x) € X*, on ait

k % k
(Z ||xl||§x> < C'sup (Z |x*(w,)|2> ;2" € By«
i=1 =1

Démonstration. Soit k € N*, (zy,--- ,2) € X*. On note (uy,--- ,u,) une base orthonormée
de (X, [[-[lex)-
On note T I'application linéaire définie par :

T{f IR

On a
n n k
tr(T) =Y (T(uwy),u) =Y O i, ug)as, uy)
j=1 j=1 i=1
n k k n
= 2 2 o)) = Do D s ug)u)
=1 i=1 =1 j=1
k
= Z Ti, T;) = Z Hl’iﬂgx
i=1 i=1
D’apreés les lemmes 2 et 4, il existe z € X tel que ||z||x = ||z]ley = ||z]|lx- = 1 et tr(T) <
nl|T ()] x-

D’aprés le lemme 5, il existe y € X tel que ||y||x < 1et ||T(2)||x = (T(z),y).
On a alors, d’apreés 'inégalité de Cauchy-Schwarz :

Z lzille, =tr(T) < nl|T(2)]x = n(T(x),y)

k
<n() (w,w)a,y —nz i, ) (i, Y

i=1

<n (Z |<x,.,x>|2> (Z |<xi,y>|2>
<nmax{2| i, u)|?, [Ju]] x- <1}

Or, d’apres la remarque 1, on a :

1
k k 2
maX{Z| i, u) P, Jullx- < 1} (ZW(S@)F) ;2" € Bxs
=1

=1

ko

Dot (mo(Ix ey ))? <moie m(Ixey) < V/n n



Afin d’estimer la "distance entre X et ¢5", nous allons avoir besoin d’introduire la distance
de Banach-Mazur et de certaines de ses propriétés.

Définition 3. Soit X etY deux espaces vectoriels normés de méme dimension finie.
La distance de Banach-Mazur entre X et'Y, noté d(X,Y) est définie par :

d(X.Y) = f{|T|T7[; T € GL(X,Y)}

Proposition 2. Soit E, I' et G trois espaces vectoriels normés de méme dimension finie. On
a:

(i) d(E,F)>1;

(i) d(E,F) =d(F,E);

(i) d(E, F) = min{|[T][|T[:T € GL(E, F)} ;

(iv) E et F' sont isométriques si et seulement si d(E, F) =1;

(v) d(E,G) < d(E,F) xd(F,Q).

Démonstration. (i) Pour tout T'e€ GL(E, F), on a :
L= |Ipll = [T o T~ < |ITIIT]

donc d(E, F) > 1.
(ii) On a :

d(E, F) = mf{||T||77; T € GL(E, F)} = inf{| T||T7|; 7" € GL(F, E)}
car T — T~! est une bijection de GL(F, F') dans GL(F, E). D’ou :
d(E, F) = inf{[|(T") 1T ;7" € GL(F, E)} = nt{||TY[|T|: T € GL(F, E)} = d(F, E).

(iii) 11 suffit de montrer qu’il existe S € GL(E, F) tel que ||S||[|S7Y| = d(E, F).
Soit C' > d(E, F'). On pose :

K:={T e Z(E,F);Vx € E, ||zllp < |T(z)l[r < Cllz| 2}

K est un ensemble fermé borné, non vide puisque C' > d(FE, F'), de Z(FE, F') qui est de dimen-
sion finie donc K est un compact de Z(FE, F'), ce qui assure alors 'existence de S € K telle que
|S]| = min{||T||;T € K}. Pour tout z € E, ||z||g < |S(x)|lr < ||S]|||z]|z donc S est injective.
Or dim(E) = dim(F') < oo donc S € GL(E, F).

Montrons que ||S]|[|S7Y|| = d(E, F). Sinon, il existe U € GL(E, F') tel que ||U|| < ||S||||IS7]] <
|S|| et [[U!|| = 1. On note alors que U € K, ce qui contredit la définition de S.

(iv) Supposons E et F' isométriques. Il existe S € Z(E,F) telle que pour tout x € FE,
|1S(z)||F = ||z|]|g- On a alors S € GL(E,F) et ||S]|||S7'| = 1 x 1 = 1 donc, d(E,F) < 1
et avec (i), d(E, F) = 1.

Réciproquement, supposons d(E,F) = 1. D’aprés (iii), il existe S € GL(E,F) telle que
IS|IS~Y| = 1. Montrons que T := mS est une isométrie :

Vo € B, |T(@)|r < lzllz = 1T7(T@)e < IT(@)]F

car [|T|| =1 et, comme T7' = ||S||S~, |T7Y = 1.
(v) D’apres (iii), il existe U € GL(E,F) et V € GL(F, Q) telles que d(E, F) = | U|||U|l,
d(F,G) =||V|[|lV~Y. On pose W :=V oU € GL(E,G). On a:

d(E,G) < [W[WH < IVIIUITTHIV T = d(E, F) x d(F,G).



Nous pouvons désormais établir une inégalité concernant d(X, £%) :

Théoréme 4. Soit (X,|.||x) un espace vectoriel normé de dimension n.

On a d(X,05) <+/n.

Démonstration. On a d(X,05) < d(X, (X, ||.]lex)) X d((X, ||-llex)s €5), d((X,||-|lex), €5) = 1, et

A((X, [ lex)s X) < M llexsx [Tl xoex- Or [ ]lex—x = 1 et ma(lxmey) < +/n done il suffit de
montrer que ||/]|xe, < m(Ixe,). Or, pour tout z € X, on a :

[2llex < malxoex) suptly™(2)],y" € Bx-} < ma(Ixoex) sup{Ix|lz]x,y" € Bx-} < mao(Ixoe)ll]x

D’ou le résultat. [

La proposition suivante montre qu’on ne peut pas trouver de meilleur estimation.

Définition 4. Une suite de Rademacher est une suite de variables aléatoires (€,)neny mutuel-
lement indépendantes définies sur un espace de probabilité (0, T, P) telle que pour tout n € N,
Ple,=1)=P(g, = —1) = 2.

2

Proposition 3. St X = (2

[eex)

alors d(X, 05) = \/n.

Démonstration. Soit S : £ — {3 un isomorphisme linéaire. On pose D = ||S||m ¢y et C =
1S~ |en—sen - Pour tout z € £, on a :

1
el < 15(@)ll2 < Dl|zflec

e — Uy

r = (61X, EnTy)
isométrie, ce qui implique que pour tout = € ¢, on a également &[|z|o < ||SUL,.... o, (2)]|2 <
D|]]oc-

Soit (€1, -+ ,&,) une suite finie de Rademacher définie sur un espace de probabilité (2, 7, P).
On pose :

Pour tout (g;)i~, € {—1,1}", on pose : Us ... ., : { , qui est une

o — LA, P;0)
T: N { (Q,P) —
— SUal(w),~~~,an(w)($)

Pour tout x € ¢, on a :

(%Ilwlloo) < 1T (@)I12>@) /||T w)[l3dP(w) < (Dl2]lo)*

d’ou, pour tout z € (2, & ||zl < [|T(2)|| 2y < Dl oo

Or, d’apreés l'identité du parallélogramme itérée, comme les variables sont mutuellement indé-



pendantes, pour tout z € /2, on a :
n n 2
T i€ =E H i€ (e
H (izlxe> ( Z-leg (e;) 2)
i=1

(w1, ,un)e{-1,1}"

_ |3 wnsten)|

(u1,un)€{-1,1}n  i=1

S

(u1,up)€{-1,1}"  i=1
= " JlziS(e3
=1
=" lzl?lIS (e 13
=1

On pose z = )", ¢;. On a alors :

D = Dljalle 2 I7() 12e) = (Zus@ Hz) z(Z(ém)) = vn

=1

2
]1(517"' 75”):(u17"' 7’“’")

(61 = Ul) s P(Sn = Un)

d’ot /n < CD.
On en déduit que pour tout S € GL(0Z, €3), ||S|lem -z [|S™ en—en, > v/ Aot d(£2,,05) >
Le théoréme précédent assure alors que d(¢7, (5) = \/n.

0
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Montrons désormais un autre théoréme, indépendant du reste mais intéressant en lui-méme,
qui dit que dans un espace de Banach X, tout sous-espace vectoriel de dimension finie est
complémenté dans X avec la définition suivante :

Définition 5. Soit X un espace de Banach, E un sous-espace vectoriel de X .

On dit que E est complémenté dans X si et seulement si il existe une projection linéaire continue
P:X —FE.

Pour démontrer ce théoréme, nous aurons besoin d’un résultat d’Auerbach :

Lemme 6 (Auerbach). Soit (E,|.||) un R-espace vectoriel normé de dimension n.
Il existe une base de E, (e1,--- ,ey), vérifiant : pour tout i € [|1,n]], ||le;]| =1 telle que sa base
duale, (e5,--- ,e), vérifie également : pour tout i € [|1,n|], ||ef]

EB* :1

Démonstration. 11 existe une base & = (by,--- ,b,) de E, et comme E est de dimension finie,
sa sphére unité S = {z € E;||z|| = 1} est un compact et S" est un compact de (E™, N) ot on
a noté N une norme sur ’espace produit. On pose :

E" — R*
A
(X1, ,x,) +— |detg(xy,...,z,)]
On a les propriétés suivantes :
— A est non identiquement nulle car A(#) = 1;

— A est continue (car det est continue) ;

— Sur le compact 8", comme A est continue, A est bornée sur S” et il existe (e, ,e,) €
S" tel que pour tout (x1,---,2,) € 8", A((x1, -+ ,x,)) < A((e, -+ ,en));

— A((eq,- -+ ,€,)) > 0 puisque A est non identiquement nulle, donc la famille (eq,--- ,e,)
est libre, c’est donc une base de E.
On a alors que (e, -+ ,e,) est une base de F vérifiant pour tout ¢ € [|1,nl], |le;|| = 1.
On note (e}, --- ,e!) la base duale de (eq,--- ,e,).

lex(@)[A(er, -+ en)) = Al(ex, -+ er1, Tsenpr, - €n)) S Af(er, - €n))

g < 1. Or |ej(ex)| = 1 d’ou, pour tout k € [|1,n]],

Soit k € [|1,n|], z € S. Comme z = >  ei(x)e;, on a:

Donc pour tout = € S, |ep(z)] <1 i.e ||ef]

lex]
On a donc bien le résultat. ]

E*:]--

Théoréme 5. Soit (X, ||.||) un espace vectoriel normé, E un sous-espace vectoriel de X de
dimension n.
Il existe une projection P : X — E linéaire continue vérifiant | P|| < n.

Démonstration. D’aprés le lemme 6, il existe une base normée (eq,--- ,e,) de E dont la base
duale, notée (e, --- ,e’), est également normeée.
Pour tout i € [|1,n]], ef € E* donc, d’aprés le théoréeme de Hahn-Banach, il existe f; € X* telle
que filp = €] et [|fil x- = ll€flle- = 1.

X = K
On pose P :

= D fil)e

P est une application linéaire vérifiant :
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— Pour tout z € E, P(x) => 1| filx)e; => 1 ei(x)e; = x;

— Pour tout x € X, [|P()]| = || 225, filw)eil] < 222, 1 fillx-
donc P est continue et ||P|| < n.

On a donc bien le résultat recherché. O

zllflell < 325 ll=ll = nllll,

Remarque 2. Un résultat de Kadets et Snobar, qui se démontre a ’aide du théoréme 3, affirme
que l'on peut méme trouver une projection P : X — E continue vérifiant || P|| < v/n.
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2 Le phénomeéne de concentration de la mesure

Pour démontrer le théoréme de Dvoretzky, nous allons avoir besoin d’un principe connu
sous le nom de "Phénoméne de concentration de la mesure", qui affirme quune fonction lip-
schitzienne sur la sphére euclidienne de R™ est de plus en plus proche de sa moyenne quand
n augmente. Nous le démontrerons dans cette partie & ’aide de Gaussiennes, en suivant une
approche diie & Maurey et Pisier, plutot qu’a partir de 'inégalité isopérimétrique de Lévy.
Pour cela, on considére R™ muni de sa norme euclidienne canonique ||.||s.

On note o, la mesure sur R” normalisée sur la sphére S"! := {£ € R"; ||€]|3 = > i & =1}
(voir 'annexe pour plus d’informations).

Introduisons également un vecteur gaussien G = (g;)i_, ou les g; sont des varaiables aléatoires
réelles mutuellement indépendantes de loi normale centrée réduite définies sur un méme espace
de probabilité (€2,.7,P). Le vecteur G admet alors pour densité la fonction :

R* - R

$o7 (271)3 exp (-157)

Commencons tout d’abord par faire deux remarques.

Remarque 3. On rappelle que si f : R® — E avec E un Banach, f est de classe C' sur R™ si
et seulement si elle admet des dérivées partielles continues sur R™.

Remarque 4. Soit f : R® — R une application de classe C* et 1 — lipschitzienne. On note
que, pour tout x € R"™, on a ||V f(z)]s < 1.
ty — (&)

En effet, 'application ¢ : N 0 — R est une 1sométrie linéaire et pour tout
y = (z,y)
r € R", pour tout h € R™, df (x)h = (Vf(x),h), donc ||V f(z)|l2 = |df (x)|ez)- < 1

Pour démontrer le phénomeéne de concentration de la mesure, nous allons avoir besoin des
deux lemmes énoncés ci-dessous, qui nous permettront par la suite d’approcher uniformément
une fonction lipschitzienne par des fonctions lipschitziennes de classe C!.

Lemme 7. Soit f : (R™,].]|) — (R,|.|) une application lipschitzienne, ¢ € C®(R",R*) une
fonction positive a support compact vérifiant fR” wdA =1. On pose :
. { R* — R
TV e o fofl@—wp(u)di(u) = f ()
On a :
(i) g est lipschitzienne et Lip(g) < Lip(f) ;

(11) Pour tout (z,u) € R" x R", la dérivée directionnelle 0,9(x) existe et 0,9 : R" — R est
continue.

Démonstration. Notons tout d’abord que g est bien définie.
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(i) Soit (z,) € R" x R". On a :
ota) =gl = | [ (o= = Fly - w)p(irw)
< [ 156 =) = 1y - wlelwirw
< [ Lip(Plle = u (v~ )lpirw)

—< Lio(f)le =l | o>

= Lip(f)llx =yl

Donc g est lipschitzienne et Lip(g) < Lip(f).
(ii) Soit (x,u) € R" x R™. Pour tout ¢t € R*, on a :

et =) 2 ([ e+ ta—ge@ie - [ 1o - a©ine)

t t
— % ( - flz —y)p(y + tu)dA(y) — o flx — f)gp(ﬁ)dA(f)) en posant y = £ — tu

— 1 ([ 16 -6t + 1) - 9100

t

= [ fl@=¢ §)

]Rn
On pose M = sup{|dp(y)(u)|;y € R"} (qui est bien défini et fini car dp est & support compact),
et K = supp(p) + [—1,1]u. On note que, comme supp(yp) et [—1,1] sont compacts, K lest
également.
Or ¢ est de classe C* a support compact donc, en particulier, lipschitzienne. On note M :=

Lip(p)|ful-
Pour tout £ € R", pour tout ¢t € [—1,1]\{0}, on a :

7o - PO 2@ < ) i wip(a — (0

Or [o. gd\ < Msup{|f(z +¢&)|,{ € K}INK) < oo donc, d’aprés le théoréme de convergence
dominée, la dérivée directionnelle 0,¢g(x) existe et :

Oug() =/R hmf(x_g)@(twrf) — (6

n t—0 t

= Rnf(x—é)dso(ﬁ)(U)dA(é) = [ J(&)dp(x=E)(u)dA(§)

R'Il

Or £ — dp(&)(u) est continue a support compact donc, d’apres le théoréme de continuité dans
I'intégrale, 0,9 : R" — R est continue. O

Lemme 8. Soit f : R" — R une application lipschitzienne, ¢ € C®(R™ R™) une fonction
positive a support compact vérifiant fR” wd\ = 1. Pour tout k € N, on pose :

.{R” - R
952 ¢ s 2kn Jan fz — u)o(2Fu)d\(u)

On note k = [, |[€]l20(£)dN(E). On a :
Vo € R",VEk € N, |gp(z) — f(z)| < k27" Lip(f)

En particulier, (gi) converge uniformément vers la fonction f.
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Démonstration. Soit k € N,z € R™.
On note, en faisant un changement de variable, que :

[ Hetoang =21 [ e B = fio)
On a alors :
) = 1) =27 [ (@ = &) = F@)pl2 )N

<2 [ |f(@ =) = @le2dre)

<27Lip(f) | €lap(iNe)

= ip(y) [ Sluletn) S

= 27" Lip(f)r
Dot : Vo € R",Vk € N, |gr(z) — f(x)] < k2 % Lip(f). O

On rappelle I'inégalité de Jensen :

Lemme 9 (Inégalit¢ de Jensen). Soit (Q, 7, 1) un espace de probabilité, f € LY (i) une fonction
a valeurs réelles, (a,b) € R tels que pour tout x € Q, a < f(x) < b, ¢ :Ja,b]— R une fonction

conveze.
On a linégalité suivante :
(/ fdu) /sDOfdu
Q
en posant [, o fdu =400 sipo f ¢ L'(u).
Montrons désormais un dernier résultat intermédiaire.

Théoréme 6. Soit f : R™ — R une fonction 1-lipschitzienne. Pour toutt >0, on a :

R(S(G) ~ UGN > 1) < 2exp (5 )

Démonstration. Quitte & travailler avec g = f — E(f(G)), on peut supposer que E(f(G)) =
0. Supposons tout d’abord que f est de classe C!. Comme f est 1-lipschitzienne, d’aprés la
remarque 4, on sait que pour tout & € R, ||[Vf(£)]2 < 1.
Soit G’ une copie indépendante de G (i.e un vecteur gaussien défini sur le méme espace de
probabilité que G tel que les g; et g. soient mutuellement indépendantes et ayant les mémes
propriétés que G) tel que (G, G’) soit un vecteur gaussien de dimension 2n.
Pour tout a € R, on pose :
Go = Gsin(a) + G’ cos(a)
{ G, := G cos(a) — G'sin(«)
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On note que comme (G, G') est invariant par transformations orthogonales, pour tout a € R,
(Go, GY) suit la méme loi que (G,G"). En effet, on a :

sin(a) + ¢} cos(a

g1 sin(a) | g1 cos(a) g1 sin(a) + g} cos(a)

. - g1 cos(a) — g) sin(a)

LG Gl = | IS Fancosto) g '
o g1 COS(O&) -0 SIH(CY) . .

. gn sin(a) + g, cos(a)

gn cos(a) — g, sin(«)

gn cos(a) — gl sin(«)

Or :
g1 sin(a) + g} cos(a) sin(a)  cos(a) 0 e 0
g1 cos(a) — ¢, sin(a) cos(a) —sin(w) 0 e 0
, 0 0 sin(a)  cos(a) 0 0
= 0 0 cos(a) —sin(a) 0 0
dn Sin(Oé) + g’:/L C(.)S(OZ) 0 . . . e 0 Sin(a) COS(O{)
gn COS(&) - gn Sln<0é) O oo .« e PR PR O Sln(a) COS(O{)
sin(a)  cos(a) 0 e 0
cos(a) —sin(a) 0 e 0
0 0 sin(a)  cos(a) 0 0
et 0 0 cos(a) —sin(a) 0 0 € O2,(R) donc on a bien
O DR DY DY .« .. 0 Sin(a) COS(a)

e . 0 sin(a) cos(«)
Z (G, GL) = Z(G,G).

Soit A > 0. G’ est une copie de G donc E(f(G")) = 0 et exp est convexe d’otu, d’aprés I'inégalité
de Jensen :

1 =exp(E(=Af(G")) < E(exp(—Af(G")))

Et comme G’ est une copie indépendante de G, exp(Af(G)) et exp(—Af(G’)) sont indépendants
donc on a :

E(exp(Af(G))) < E(exp(Af(G)))E(exp(—=Af(G"))) = E(exp(A(f(G) — f(G"))))

Or, pour tout w € €} :
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Donc, en appliquant de nouveau I'inégalité de Jensen avec la fonction exp et grace au théoréme
de Fubini-Tonelli, on a :

E(exp(A(/(G) - /(@) = E <exp ( Ix Agwﬂea),e@%‘)‘))

0 2

< /OZ E (exp ()\g<Vf(Ga)7G:)>>> d?a

2

_2 / E (exp (A%{Vf(G), G’))) da

_E (exp (/\g(Vf(G), G’)))
=E(F(G))
R" — R

& = E(exp(MEVS(6),GY))
Or, pour tout £ € R”, on a :

ou l'on a posé F':

¢~ B DE L O OFPEEOP) FOD GO gy ()

F05) () )

— oo (3 (43) 1vs12)

|
—=

@D

>

— o
—~

)\2 2
Donc, pour tout & € R™, puisque ||V f(£)|2 < 1, F(£) < exp < 87T >, d’ou :

T

E(exp(M(6)) < Eesp(MJ(6) ~ F(E) < EFG) < e (25 ) ) = exp (27

De plus, pour tout t € R, on a exp(|t|) < exp(t) + exp(—t) et, puisque — f est 1-lipschitzienne
et vérifie également E(—f(G)) = —E(f(G)) = 0, on en déduit que :

E(exp(A|f(Q)]) < E(exp(Af(G))) + E(exp(=Af(G))) < 2exp (A;ﬁz)
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Soit t > 0. En appliquant 'inégalité de Markov, on a alors :

2exp (¥ A2 — 8
PG| > 1) = Blesp(F(G)]) > expl(M)) € ——mss = 2ex0 (T)

Ceci étant vrai pour tout A strictement positif, on a en particulier avec A = % :

P(|f(G)| > t) < 2exp <—i—t;>

D’ot, pour tout ¢ > 0, on a :

B(f(G) — E(f(G))] > t) < 2exp (jff )

On ne suppose désormais plus que f est de classe C!. Soit ¢ > 0.

D’aprés les lemmes 7 et 8, pour tout k& € N, il existe g, : R* — R de classe C! et 1-lipschitzienne
telle que [ f — gilloo < 5

Puisque, pour tout £ € N, {|f(G)] > t} C {lg(@)] > t — £} U{I(f - 9)(C)] > %} =
{lgx(G)] >t — 3} U@, on a, pour tout k € N :

PG > ) < P (1@ > 1 - 5 ) < 2oy <—5 (i- 2;))

On obtient alors le résultat par passage a la limite. O

Nous avons désormais tous les outils pour démontrer le phénoméne de concentration de
la mesure, que l'on doit & Milman. Il est & noter que les constantes, qui ne sont siirement
pas optimales, importent peu. Le point-clé, en effet, se trouve dans la rapidité avec laquelle
le deuxiéme membre de I'inégalité ci-dessous tend vers 0, qui nous permet d’en déduire qu’en
grandes dimensions, les fonctions lipschitziennes sont quasiment égales a leur moyenne.

Théoréme 7 (Le phénomene de concentration de la mesure). Soit f : 8"~ — R une fonction
1-lipschitzienne. On pose f = fsw—l fdo,. Pour toutt >0, on a :

2
IR EUERT =y

Démonstration. Quitte a travailler avec g = f — f, on peut supposer que f = 0. Alors, pour
tout z € 8", |f(x)| < 2. Le résultat est donc clair pour les t > 2.
On prolonge f sur R"™ en posant pour tout x € R"\{0}, f(z) = ||z||of (

Pour tout (z,y) € (R"\{0})?, on a:

T

[E41p

> et £(0) = 0.

‘ z oy || || zlyll =yl
lzll2  Nyll21l, Nzll2llylla |l
_ lzlylle = llll2) + llzll2(z — )l
lz]l2lyll2
yll2 — | ||2|+|| yll2
lyll2 yl]2
S2Hﬂf—y|!2
lyll2
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On en déduit que, pour tout (z,y) € (R"\{0})?

@)= =l (5 ) = oles ()|
=it (1 (5 ) = 7 (52) ) + et = s (5
01 () = () 1 et = el ()

[l = yll2
< lylla x 27—

Iyl

+llz —yll2 x 2
<4l =yl

Donc le prolongement de f aR™ est 4-lipschitzien. On note également que E(f(G)) = 0 puisque,
comme ||G||; et ”G” sont indépendants, on a, d’apres le théoréme de transfert :

(@) =& (I61:s (57 ) ) = BIG17 -

car & <| ) = 0, (voir 'annexe B pour la démonstration).

Soit t €]0, 2]. Il suffit de montrer que P (’f (HGH >‘ > t) < 4exp (%) puisque :

P (1 ()| =) = [ s

Notons que :

W%—ZMWJZENMM<ZMW§:ZMWH%<WWM

=1 j=i+1 =1 j=i+1

N \/%: Lg (Z !g]> E(|G))

dP = /L Ly p@) >0 don () = on(|f] > 1)

donc :

car .

On en déduit que si |G| < 13/, alors E(||G|2) — ||Gll2 > 3v/n — 3v/n = 1y/n. D’ou, d’apres
le théoréme 6, comme ||.||2 est 1-lipschitzienne, on a :

P (16l < 1va) <2 (1161~ BUGI) > 1v7) <26 (~ L)
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De plus, 71; f est 1-lipschitzienne donc, toujours d’aprés le théoréme 6, on a :

P (o1 ) — (Ef(G) E Gf(G))’ -5
crom(22)
= 2exp (— 1;;2)

W ()|~ = > ) = e < 7 o=}

Donc, puisque t < 2 :
1
P(|7 (ier)| > ¢) =p (161 < {vi) + 7 (171> )
1G> 4 4
n nt?
< 2exp (_@) zexp (_ 1287r2>

—nt?
sdexp | 50
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3 Le théoréme de Dvoretzky

Démontrons désormais dans cette troisiéme partie le théoréme de Dvoretzky.
On considére R™ muni de sa norme euclidienne canonique, ||.|[z = ||.[[i, et [|.||r une seconde
norme sur R".

On pose Op = [gu-1 [|€]|pdon(€).

D’aprés le théoréme de transfert, on a alors :

G
Opr =K
" (Mmh

G
) & (1l
F IG1l2
Commengons d’abord par démontrer les deux lemmes suivants :

Lemme 10. Soit (Yo, ||.||) un espace euclidien de dimension m. Soit € > 0.

Il existe un e-réseau {1, -+ ,xn} pour U'ensemble {x € Yy;||z|| = 1} avec N < (1+ 2)™.
Démonstration. 1l existe un sous-ensemble maximal {z1,--- ,zny} de A := {x € Yy; [|z] = 1}
vérifiant :

V(i,j) € ILN[,i # j = lloi —z5ll 2 €

En effet, on peut le construire de la maniére suivante, par récurrence : soit y; € A, si pour tout
y € A, |ly —yi|| < e, alors {y;} convient. Sinon il existe y, € A tel que ||y; — ya|| > €. Suppo-
sons ainsi construits yi, -+ ,y,. Si pour tout y € A, il existe i € [|1,n]] tel que ||y — yi]| < e,
alors la famille {y;, - ,y,} convient. Sinon il existe y,,1 € A tel que pour tout i € [|1,n]],
|Yyns1—yi|| > €. De plus, comme A est compact, on sait que ce processus est fini d’ou 'existence
de ce sous-ensemble maximal.

{z1,--+ ,xn} est un e-réseau de A puisque sinon, il existe y € A tel que pour tout ¢ € [|1, N|],
|zi — y|| > €, ce qui contredit la maximalité de {zq,--- ,zn}.

On note que les boules ouvertes {z € Yp; ||z — 24]| < 3¢}, j € [|1, N|] sont deux a deux dis-
jointes. Soit j € [|1, N|], z € {z € Yy; ]z — x| < 3¢}. On a:

1
Izl < llgll + llz = 25ll <1+ e

donc, {z € Yp; ||z — 2| < 3¢} C (1 + 4¢) By,, By, désignant la boule unité fermée de Y,. D’ou :

N 1 1
|_| IE}/O;||JI—$]‘H<§€ C 1+§€ BYO'

j=1
On a alors :
o\m N
N (§> vol(By,) = vol (H {x € Yo |z — 24| < 55})
< vol ((1 + %6) BYO)
= (1+ g)mUOZ(BYO)
On a donc bien N < (g + 1)m. O
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Lemme 11. Soit (E,||.||) un espace vectoriel normé de dimension finie, (X,||.||x) un espace
vectoriel normé et {xy, - ,xn} un e-réseau de la sphére unité Sp = {e € E;|e|]| = 1},
0<e<l. Soit T:FE — X une application linéaire telle que pour tout j € [|[1,N]|], 1 —e <

IT(2)x < 1+e.
(1 35) lel < IT(e)l1x < (”5) el

Pour toute € E, on a :

Démonstration. Soit e € E. Par homogénéité, on peut supposer |e|| = 1.
Comme {zy,--- ,xn} est un e-réseau de Sg, il existe j € [|1,n|| tel que |le — ;|| < e. On a
alors :

IT(e)llx <1T(e) = T(x)lx + 1T (x)lx < T(e —z)llx + (1 +¢) <[ T]e + (1 +¢)

Donc ||T|| < ||T|le + (1 +¢) d’ou ||T]| < 1+5
De plus, on a :

IT(e)llx = T (x;) = T(x; —e)llx = [T(x;)x = |1T(z; —e)llx = (1 —e) = [Tl
Or :
(1—e)—e—e* 1-3¢

1—¢)—||T|e > =
R [ —

D’ou, pour tout e € Sg, on a :

(5) <o < (1)

On a donc bien le résultat recherché. O

Nous aurons besoin, dans la démonstration du théoréme ci-dessous, de la formule suivante :

Vo e SN eCs ), [ pdo, = /O FU&)du(U)

ou p est la mesure de Haar (normalisée) de O,, (voir I'annexe pour sa démonstration).

Théoréme 8. Soit ||.|r une norme sur R™ telle que pour tout x € R™, ||z||r < ||z||2-
(a) Soit 0 < e < % 1l existe une sous-espace Xog de R™ de dimension k tel que pour tout x € X,

(1 =e)lpllzlls < [lzflr < (1 +)fp[l]2

stk < COFn“ E 011 C' est une constante universelle.
(b) Soit 0 < e < =. 1l existe un sous-espace Xy de R™ vérifiant dim(Xy) > k et dx, < 1+¢€ si
k< Cle%nﬁ, 011 Cy est une constante universelle, et dx, = d(Xq, (5).

Démonstration. (a) Soit Yy C R™ un sous-espace vectoriel de dimension k. (Yp,||.||2) est un

espace euclidien de dimension k donc, d’aprés le lemme 10, il existe un £-réseau {x, - ,zn}

3
de {z € Yp; |||l = 1} avec N < (1+ g)k
On note O, le groupe orthogonal de degré n sur R et pu sa mesure de Haar normalisée. On
pose :

a={Ue0svjel N, (1-2) 0r < Uzlle < (1+5) 05 )
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Montrons que A est non vide.
On a :

. 9
4= {U € 0,:3j € LN Uzl = 00| > S0
N
e
= J{v € 0uillva;lie—0sl > Z0r |
Donc :

15
({U & 0, U1l — 0r] > S0r })
{\HijnF—ergeF}(U)du(U)

/ ele-or>50,} ()4 (E)
(

[ s 1lellr — br1 > S6r })
= No, <|f—f| > %) avec [ = |.[[r

ne6%
< AN exp (_9 > 1287r2>

202
= 4N exp (— o QF)

115272

d’apres le théoréme 7 car ||.|| est 1-lipschitzienne sur 8"~ !, que les mesures p et o, sont

réguliéres et que 0p = [g,, ||£]|pdon(§).
Or k> 1doncon a:

9 £

AN < 4N < 4t (ﬂ) < 4 (3) — exp(k(In(28) — Ine))

D’ou 29
c _ o nevp
p(A°) < exp (l{:(ln(28) In(e)) 11527T2)
On en déduit que si k < 115%232?208) iy alors u(A) < 1, donc pu(A) = u(0,) — u(A¢) >0

d’ou A # @. Comme A # &, il existe U E A. U est tel que pour tout j € [|1,N]], on a :

(1 _ %) 0p < |Uzjllr < (1 n %) O

donc, d’apreés le lemme 11, comme U : (R", ||.||2) = (R", ||.||r) est linéaire,pour tout x € Y, on

a:
1—¢ 14 ¢
(1 — 2) Or|lzlls < ||Uz|r < (1 — z> Or| 1z
3 3

Ore?<edonc3+e<3+3—c—¢c?=(3-¢)(1+¢), don, pour tout z € Yy :

1
(1—6)9F!|tz§(1_ )HFHxH2<HUxHF (1 + )6l
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On pose alors Xy = U(Yp). On a dim(X,) = k, et pour tout y = U(x) € Xy, on a :

(1 =e)frllylz < llylle < (1 +€)0p]yl2

car ||y|l2 = ||Ux||2 = ||z]|2 puisque U € O,,.

4 In(3 In(e
On a alors le résultat en posant C' = 11527r2(1n((2§) Ty Car on veut que C < m
. o5 — R . .
en sachant que la fonction f : [In(z)] est strictement décroissante, et que
z " @8 —In(@)

1\ _ _ In3)
f (§) ~ In(28)+In(3)
2
(b) Soit 0 < & < 3. On applique (a) avec £ au lieu de e. Soit k < %H%nm.
D’aprés (a), il existe un sous-espace Xy de R™ de dimension k tel que pour tout x € X,
(1= %) Orllzllz < llz]lr < (1 +5) Orz]2:
On pose i : (R 7HHF> - g? )
= X

On a alors :

1 1+¢
dxy < Jillli7 | € ey x (145) e = T2 < 1+4¢

=50 =

On a donc bien le résultat avec C; = 1%, car on veut que C; < % en sachant que la
0,1 - R

fonction ¢ : { 17 sl = (| 1)11( )\( : est strictement décroissante, et que g () = 21?152) =1 0O

Dans le théoréme précédent, la seule information que nous avons sur 0z est qu’il est compris
entre 0 et 1. Cependant, pour pouvoir appliquer ce résultat dans la démonstration du théoréme
de Dvoretzky, il faut que 0 soit d’ordre beaucoup plus grand que n-e.

Le lemme suivant nous donne une premiére minoration de #z en fonction de no:

Lemme 12. Soit ||.|p une norme sur R™ telle que pour tout x € R, ||z||r < ||x|2.
(0) Mg < 0rs

(b) Si G est un vecteur gaussien centré réduit de dimension n, alors Oy > n 2E(||G||r).

Démonstration. (a) On a :

o) = [ Nellex (@ < [ e l€llrdon(€) = g0

D’ou le résultat.

(b) Comme les variables aléatoires et ||G||2 sont indépendantes, on a :

HGH

(Gl = SUGIE (| o, ) =& (161 EE ) =BGl

De plus, la fonction z — z? est convexe donc E(||G||2)? < E(||G||2) d’ou :

N[ =

E(|Gll2) < (E(IG]13)% = E(g} + - +%%=<§)E%> —

car, pour tout i € [|1,n|], E(¢?) = Var(g;) + E(g;)> =1+ 0* = 1.
Donc E(||G|r) < n20g, ce qui donne le résultat. O
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Pour pouvoir démontrer le théoréme de Dvoretzky, qui s’applique a tout espace vectoriel
normé (X, ||.||x) de dimension n, a l'aide du théoréme 8, il faut munir X d’une norme eu-
clidienne. Or la norme induite sur X par son ellipsoide de John est euclidienne, on pourrait
donc utiliser cette derniére. Cependant, la meilleure minoration de 8y dont on dispose, grace
au théoréme 4 et au lemme 12, est :

1
O0x > ———
1]l x—ex
ce qui ne suffit pas d’aprés ce que l'on a dit un peu plus haut.

C’est pourquoi on commence par utiliser 'ellipsoide de John pour ensuite se ramener a un
espace plus petit, a ’aide de la proposition suivante :

=

>n-

Proposition 4 (Lemme de Dvoretzky-Rogers). Soit (X, ||.||x) un espace vectoriel normé de
dimension n. Notons ||.||ex la norme induite sur X par Uellipsoide de John.
Il eziste une base orthonormale (ey,--- ,e,) de (X, ||.||ley) vérifiant :

Vj € [[1,nl], llejllx > 2777
En particulier, pour tout j < 2+1, on a : |lej]|x > 1.

Démonstration. On rappelle que 'ellipsoide de John de X est I'ellipsoide de volume maximal
contenu dans By, la boule unité fermée de X.

Construisons la base (eq,- - ,e,) par récurrence.

D’aprés le lemme 4, il existe e; € X tel que |le1||s, = ||e1||x = 1. Supposons ensuite construits
(e1,--+,ej-1), 2 < j < n orthonormés vérifiant la condition de I’énoncé.

On pose :

t; = max{||z|x; |]lex = L,VI <i<j—1, (z,¢) =0}

t; est bien défini car 'ensemble A; = {x € X;||z|le, = 1,V1 < i < j—1, (z,e;) = 0} est
compact (fermé et borné dans X de dimension finie) et que |.||x est continue. Par conséquent,
il existe e; € A; tel que |lej||x =t;.

Montrons que la famille (eq,--- ,e,) ainsi construite convient.

On note que c’est une famille orthonormale par construction et que c’est une base de X puisque
c’est une famille libre de n vecteurs de X, supposé de dimension n. De plus, pour tout j € [|1,n]],
pour tout x € Vect{e;, - ,e,}, ||z]lx <tjl|z|ey (car s'il existait x € Vect{e;, - ,e,} tel que
|zl x > t;llz]ley, m contredirait la définition de ¢;).

Soit j € [|1,n|], a,b > 0. L’application définie par :

{ XxX - R
(I7 y) = CL_2 Z;ll <x7 €i> <y) 6i> + b_2 Z?:] <.ZU, ei> <y7 ei>

est un produit scalaire sur X dont on note &, 'ellipsoide associée :

7—1
Eab—{xEXa Z|mel )P+ 4072 Z|xez |2<1}

i=j

Montrons que &, C Bx si a+bt; < 1.
Soit x = > (x,e;)e; € Eqp. On note en particulier que :

J—
El‘@ll

- (Z |<x,ei>12> < (@)} =a
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et que :

n n 2

Z(I, €i>€i S tj Z<[E, €Z‘>€Z‘ S tj <Z |<ZL’, 6i>|2> S t](bQ)% = tjb
=] X i=j Ex =7
donc on a :
Jj—1 n
Izl < | Y (weder]| +[D (wede|| <a+bt
i=1 X 1=J X

Ce qui assure que &, C By si a+bt; < 1.
Montrons que le volume de &, vaut a/ 10" ~7*! fois le volume de Ex.
D’aprés la proposition 1, il existe une application linéaire S : £5 — X telle que Ex = S(Be),
et on note que 'application T' € Z(X) définie par :
X — X
T:
(xla e >xn) — (CL$1, cr, a1, bxja e 7bxn)
est un isomorphisme vérifiant T(Ex) = &,. On a alors :
vols(Eap)
UOl5<gx)
d’aprés ce qui suit la proposition 1 et la démonstration du théoréme 1.
On pose alors b = (2t;)~* > 0. On note que (1 — bt;) > 0 et que &1, C Bx donc :

= |det(T)| = o/ Ty 7t

(n—jt1) _ 1 1
2i-1 2n—j+1t;b—j+1

27"t =(1—0bt;)) "7 < 1.

On en déduit qu’on a bien trouvé une base orthonormale (eq,--- ,e,) de (X, |.||ey) telle que,
pour tout j € [|1,n|], on a:

lesllx = t; > 27+

]

Nous aurons besoin d'un dernier lemme, donnant une minoration de la moyenne du maxi-
mum de m gaussiennes :

Lemme 13. [l existe une constante universelle C3 > 0 telle que pour tout vecteur gaussien
G = (g1, ,9m) de dimension m > 2 dont les composantes sont indépendantes, centrées,
réduites, on ait : )

E(I|Gllee) = Cs(In(m))>

Démonstration. Soit g une gaussienne centrée réduite, s > 0. On a :

P(lg| > 5) = P(g < —s) + P(g > 5)

1 /S 7%£2d£+ 1 /+Oo 7%52(15
= — e R — [
\/277' —0 \/277' s
_ i +Ooe*%€2d5

B V21 Js
2 [T 1.
= \/j/ e 2% d¢
™ S
> \/286282
T
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2

car la fonction ¢ : s — f:oo e~ 7 — se=2" vérifie p(0) > 0 et, pour tout s > 0, ¢'(s) =

52 52
e ((4s2 —1)e % +1) > 0.
On en déduit que, pour tout s > 0 :

P(|G]loc > 5) =1 = P([|Glloc < 5)

—1-p (ﬁﬂgir 5s}>

= H (lg:] < s) car les variables sont indépendantes
=1
H P(lgil > s))

= 1- |g| > s)

>1—< —se s)

Soit ¢ > 0. Comme m > 2, t(In(m %>O done :

P <||G||Oo > t(ln(m))%) >1- (1 - \/gt(ln(m))%e—wlfl(m)) >1—d()

ou l'on a posé :
2 1
d(t) := sup (1 - \/jt(ln(m))2m2t2>
m>2 ™

Avec t = ﬁi’ comme m +— (1 — \/gt(ln(m))%m*w) décroit vers 0 quand m tend vers
l'infini, on voit que 0 < d(t) < 1
On en déduit, d’apres l'inégalité de Markov, qu’on a :

(161) 2 5 ) (6] > o st ) = (1-d (15 )) 52 )
On a alors le résultat avec C3 = Q\f (1 —d (ﬁi)) O

Nous avons désormais tous les outils pour démontrer le théoréme de Dvoretzky.

Théoréme 9 (Théoréme de Dvoretzky). 1l existe une constante universelle Cy > 0 vérifiant la
propriété suivante : Si (X, ||.||x) est un espace vectoriel normé de dimension n et 0 < e < %
alors X admet un sous-espace vectoriel Xy de dimension k tel que dx, < 1+ ¢ dés que

k < Cyln(n)

[ In(e)|"

C1C2
16

Démonstration. On pose Cy = min {7, } > 0. Soit (X, ||.]|x) un espace vectoriel normé de

dimension n, 0 < ¢ < %
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Notons ||.||¢, la norme induite sur X par son ellipsoide de John.
Pour tout n € [|1,4]], on a :

g2 1

)] = M Wome) <!

Cyln(n)

donc le théoréme est vrai si n € [|1,4]].
Supposons alors n > 5. D’aprés le lemme de Dvoretzky-Rogers, il existe un sous-espace Y de
X tel que m = dimY > % (en particulier m > 3), et tel que (Y, ].|¢,) admet une base ortho-

normée (eq, - - - , €,) vérifiant : pour tout j € [|1,m|], |le;]|x > 1.
Soit G = (g1, , gm) un vecteur gaussien centré de dimension m de matrice de corrélation I,,
deéfini sur un espace probabilisé (2, .7, Pg). Soit (g1, -+ ,&,) un vecteur aléatoire de Radema-

cher indépendant de G défini sur un espace probabilisé ({2, %' P,).
On pose Gy = >, gje;.
Montrons que pour tout j € [|1,m|], pour tout = > 7" x;e; €Y, on a :

= 1

ac{-1,1}m

m

Qi€
1

zje5]|x < Ee (

i=

X

Par symétrie, il suffit de le montrer pour j = m. Soit = )" 26, €Y. On a :

m—1
1
|Zmeml|| = o Z (Z a;rie; + xmem)

ae{~1,1}m-1 \j=1 p
1 m—1 1 m—1

= o Z <Z ajTie; + :Jcmem> + 5 Z (Z —ajTe; — :Jcmem)
ae{-1,1}m-1 \j=1 X ae{-1,1}m-1 \j=1

m

-1
Q;Ti€; — TmCm
1

— 2% Z < > i€+ Tmem + QLm Z (

m—1
aE{—l,l}mfl j=1 X aG{—l,l}mfl Jj= X
m—1 m—1
1
< om E E Qjx€5 + Tpep||  + QGTj€5 — L€y
ac{-1,1}m~1 j=1 x j=1 x
1 m
= 2_m E Oéjl‘j@j
ae{-11}m || j=1 X

On a donc bien : pour tout j € [|1,m|], pour tout x = > x;e; € Y,

m
E i€y .
=1 X

On en déduit que, comme pour tout w € Q, Go(w) € Y, on a, d’aprés le théoréme de Fubini-

zje5]|x < Ee (
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Tonelli :

E(l[Gollx) =

25J9J€J

= EG EE

Z €j9;5€;
>Edme%mudellmm

> Eq (max{ lgl,j € [|1,m|] })

1

1E(Gl0)

Gy
4

> —(In(m ))% d’aprés le lemme 13.

En identifiant (Y, ||.|lsy) et (R™,]|.||2) grace a la bijection donnée dans la démonstration du

IGollx
IGolley

théoréme 1, on peut définir y = E > On a alors, d’apreés le lemme 12 :

1 C! 1
Oy > m E(|Gollx) > 2 (In(m))

NG

Or, la suite (1112")) est décroissante donc :
n>3

2
In(n)m <i< C1C3
In(m)n = — 16C4
d’ou : ) oo 2 )
k < Cyln(n) < m~ In(m)n < C163n
[In(e)] = 16 | In(e)] ")
L’identification (isométrique) entre (X, ||.|[e,) et (R™, [.]|2) permet alors de conclure grace au
théoréme 8. N
Dans le cas ou (X,|.|[x) = (R™ |.||,), p € [1,+00[, le théoréme de Dvoretzky n’est pas

optimal, comme le confirme le theoreme suivant.

Théoréme 10. Soit 1 < p < 0o, n € N*,
Pour tout 0 < ¢ < %, espace € contient un sous-espace Xo de dimension k tel que dx, < 1+¢,
des que :
2 .
o k< Conre?|In(e)|™ sip>2;
o k< Cone?|In(e)| ™ si1 <p<2;
ou Cy > 0 est une constante universelle.

Démonstration. On considére R™ muni de la norme ||.||r = ||.||, et on note désormais 6, au lieu
de Op. On pose Cy = %Cl.
Supposons d’abord p > 2. L’inégalité de Holder assure que pour tout z € R™ :

1_1
[zl < llzllz < n2=rflzl,
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_1
P,

; 1
L.e H[HQ—MLL <let ”I”Kg—wg < n2

D’aprés le lemme 12, on a alors 95 > ny~' d’ou :
k< an%EQ\ In(e)|™" < Conb < Cinbe?|In(e)| ™

Ceci assure le résultat pour p > 2 grace au théoréme 8.
Supposons désormais 1 < p < 2. Toujours d’apreés I'inégalité de Hélder, pour tout z € R™, on
a:
1 1

—=lzly £ <= llll, < [l

vn np 2
On pose ||.||x, = \%HHl On note que pour tout z € R", ||z||x, < ||z|]2. Soit G un vecteur
gaussien centré réduit de dimension n, g une gaussienne centrée réduite.
D’aprés le lemme 12, on a :

1 _ 2
Ox, > n2E(||G|x,) = n ' E(I|G]l1) = E(lg]) = 1/ =

T
Donc, si I'on note ||.||x, = n%_%H.Hp, on a fx, > 0x, > \/g On en déduit que :
_ ™ _ _
k< Cyne?|In(e)|! < an§6§p€2| In(e)|™! = Cln9§(p€2| In(e)| ™
Le théoreme 8 assure a nouveau le résultat, puisque les espaces (R", ||.[|,) et (R, ||.||x,) sont

®" 1) = ®|x,)
T — nr 2 xXx

isométriques grace a 'application linéaire T : { O

Remarque 5. D’aprés un résultat de Gordon prouvé en 1985, on peut supprimer le terme
|In(e)| dans le théoréeme de Dvoretzky. Cependant, la dépendance en n ne peut étre optimisée.

Pour conclure, nous pouvons dire que la démonstration du théoréme de Dvoretzky témoigne
de T'utilité des méthodes probabilistes dans la géométrie des Banach, ot elles ne sont apparues
que dans les années 1960-1970.

Ce théoréme, qui est un résultat de structure important, peut se reformuler de la fagon suivante :
un espace de Hilbert est finiment représentable dans tout espace de Banach de dimension infinie,
ce qui garantit la minimalité des espaces de Hilbert pour la relation de représentabilité finie
(si E et F sont deux espaces vectoriels normés, on dit que F' est finiment représentable dans
E si et seulement si pour tout sous-espace U C F' de dimension finie et ¢ > 0, il existe un
sous-espace V' C FE et un isomorphisme T : U — V tels que ||T||||T7Y < 1+ ¢, i.e si tout
sous-espace de dimension finie de F' est a distance de Banach-Mazur arbitrairement proche de
1 d’un sous-espace de dimension finie de £).

Pour compléter ce projet, des résultats d’existence et unicité concernant la mesure de Haar et
la mesure invariante par rotation sur la sphére euclidienne sont démontrés en annexe.
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A Existence et unicité de la mesure de Haar

A.1 Théoréme de représentation de Riesz

Pour démontrer 'existence de la mesure de Haar, nous allons avoir besoin du théoréme de
représentation de Riesz, qui nécessite lui-méme les préliminaires topologiques ci-dessous.

Définition 6. Soit (X, Z(X)) un espace topologique mesurable muni de sa tribu borélienne, u
une mesure sur (X, B(X)).
p est une mesure de Borel sur (X, B(X)) si pour tout compact K C X, pu(K) est finie.

Définition 7. Soit (X, B(X), 1) un espace topologique mesuré muni de sa tribu borélienne.
(a) p est dite extérieurement réguliere si et seulement si pour tout A € B(X), on a :

w(A) = inf{pu(0),0 ouvert, A C O}
(b) w est dite intérieurement réquliére si et seulement si pour tout A € B(X), on a :
p(A) = sup{u(K), K compact, K C A}

(c) p est dite réqulicre si et seulement si elle est a la fois extérieurement et intérieurement
réquliere.

Soit K un espace topologique compact. On note C(K) = (C(K,R), ||.||) I'espace vectoriel
normé des fonctions continues sur K muni de la norme uniforme.

Lemme 14. Soit F' un fermé de K, V' un ouvert de K tels que F'C V.
1l existe W ouvert de K tel que FCW Cc W C V.

Démonstration. On pose G = K\V. G est fermé et FNG =& car F C V.

Soit x € F. Comme K est compact donc en particulier séparé, pour tout y € GG, comme y # =z,
il existe U, un voisinage ouvert de x, V}, un voisinage ouvert de y tels que U, NV, = &.

On note que G est compact (car c’est un fermé de K compact) et que G C UyeG V, donc il
existe (Y1, ,yn) € G" tel que G C U, V.

On pose O, = i, Vi, W =, Uy,. Ce sont des ouverts, x € W, et W, N O, = &, puisque
W, C Nie (K\V,) = K\O,.

F est fermé dans K compact, donc compact, et F' C |J, . W, avec pour tout x € F, W, ouvert
donc il existe (z1,--- ,x) € F* tel que F  J5, W,,.

On pose W = U5, Wa,, O = N, O,,. Ce sont des ouverts et ils vérifient : F ¢ W, G C O,
onNnw =g.

On a alors W C K\O avec K\O fermé donc W ¢ K\O Cc K\G =V.

Dou: FCWCWcCV. O

Théoréme 11 (Lemme d’Urysohn). Soit A et B deux fermés disjoints non vide de K.
Il eziste f € C(K) telle que 0 < f <1, fla=0 et fig = 1.

Démonstration. On pose Ag = A, Ay = K\B. Ay est_ferrné, Ay est ouvert et Ay C Ay donc
d’apres le lemme 14, il existe A% ouvert tel que Ay = Ay C A% C A% C Ay

Désormais, Ag et A_% sont fermés, A1 et A; sont ouverts et Ag C A% C A_% C A; donc, d’apres
le lemme 14, il existe Ai et A% ouverts tels que :

Ay C AL CAL C AL CAs CAs C A
4 4 2 4 4
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On pose D = {2%,71 e N,k € |0, 2"|]} On construit ainsi par récurrence sur n une famille

d’ensembles (A;);ep vérifiant :

(i) Ag = A, Ay = K\B,;

(ii) vt € D\{0}, A; est ouvert;

(iii) V(s,t) € D?, s <t = A, C A,.
Posons alors :

K = [0,1]
a:d xz = sup{seD,x¢ A} sizgA
x +— 0 siz e A
et :
K — [0,1]
f:q x +— inf{te D xecA} six¢B
r = 1 sizve B

Soit x € K. Montrons que «a(z) < f(z).

Siz € Aoux € B, le résultat est clair. Supposons alors que = ¢ A et x ¢ B.

Soit t € [0,1] tel que t < a(z). Il suffit de montrer que ¢t < f(x). Or par définition de a(z),
x ¢ A; puisque (A,).ep est croissante. Donc x ¢ A, et pour tout u < ¢, v ¢ A, puisque (A,)sep
est croissante. D’ou pour tout u € {s € D;x € Ay}, t < u, dou t < (z), et finalement, on a
bien a(x) < f(z).

Montrons désormais que a(x) = f(x). Supposons que a(x) < [(x).

Il existe alors (s,t) € D? tel que a(z) < s < t < (z). Donc par définition de a(z) et B(x),
v € Ay et v ¢ A, Or s < t donc A, C A, ce qui est absurde. Donc pour tout x € K,
a(x) = f(z). On pose f = a(= p).

On abien 0 < f <1, fla = 0 et fig = 1. Montrons alors que f € C(K). Il suffit de montrer
que pour tout v € [0,1], (] — o0, 7[) et f~1(]v, +oo[) sont ouverts. Soit v € [0, 1].

e Siy =0, fY] —o00,7]) = @ est ouvert. Supposons alors v > 0. Comme D est dense dans
0,1}, on a :

{r<vt= U {r<s

0<B<y,8€D
= | {zeKip@) <s}
0<B<~,B€D

— U {r € K;3t < B,t € D\{0},z € A}

0<B<y,8€D

- U U 4

0<B<v,8eD t<B,te D\{0}

Or pour tout t € D\{0}, A; est ouvert donc {f < v} est ouvert.
e Siy =1, f'(]y,+00[) = @ est ouvert. Supposons alors v < 1. Comme D est dense dans

32



[0,1], on a :

{r>v= U {r>58

~<B<1,8eD

- U {zr € K;a(x) > 5}
y<B<1,8€D

= U f{erek3t>pteD\(0}x¢ A}
v<B<1,peD

= U U @

v<B<1,8€D t>B,te D\{0}

Donc {f > 7} est ouvert.
Donc f est bien continue. O]

Notations 1. Soit O un ouvert de K, F un fermé de K, f € C(K).
Nous noterons :

e [0 si0< f<1etSupp(f) CO;

e < fsi0< f< et flp=1

Remarque 6. Le lemme d’Urysohn affirme alors que st F' est un fermé, O est un ouvert, et
F C O, alors il existe f € C(K) telle que F < f < O. En effet, en posant B =F et A = K\O
dans le théoréeme 11, on obtient le résultat.

Corollaire 1 (Partitions de l'unité). Soit F' C K fermé, Oy,---,0, ouverts tels que F C

U?:l Oi.
Il existe (hy,--- ,hy,) € C(K)" tel que, pour tout i € [|1,n|], on ait h; < O; et F <>  h;.

Démonstration. Pour tout = € F, il existe i, € [|1,n|] tel que € O;, ouvert donc il existe W,
voisinage ouvert de x tel que W, C O, , d’aprés le lemme 14.

F est fermé, donc compact et F' C |J,.p W, donc il existe (21, ,xp,) € F? tel que :

p p
FC U ka C U Wa:k
k=1 k=1

Pour tout 7 € [|1,n]], on pose :

p
Fy= | J{W.,; W, O}
k=1

Pour tout i € [|1,n|], F; est fermé (union finie de fermés) et F' C |J;_, F;.
D’aprés le lemme d’Urysohn, pour tout ¢ € [|1,n|], comme F; C O;, il existe g; € C(K) telle
que F; < g; < O;.

Pour tout ¢ € [|1,nl], on pose :
i—1

h; = (H(1 — 9r))9i

k=1

On note qu’on a toujours : pour tout i € [|1,n]|], h; < O;, et on montre par récurrence que pour
tout m € [|1,m|], on a :

Mttt hy=1—(1=g) (1 gn)
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Or, pour tout ¢ € [|1,nl|], F; < g;, donc, comme 0 < hy +---+ h, < 1, on a bien :

Fcl|JE<h+ - +h,

i=1

Définition 8. Une application linéaire ¢ : C(K) — R est dite positive si et seulement si :

VfeC(K), f>0 = o(f) >0.

Nous avons désormais tous les outils pour démontrer le théoréme de représentation de Riesz :

Théoréme 12 (Riesz). Soit ¢ une forme linéaire positive sur C(K).
Il existe une unique mesure réguliere finie p sur B := B(K) telle que :

vf e CE), o) = [ fn

Démonstration. Montrons tout d’abord 1’existence.
Pour tout ouvert O, on pose :

1(0) :=sup{o(f), f € C(K), f < O}

On note que pour tout Oy C Oy ouverts, on a p(O1) < u(Oq) (%) car {f € C(K); f < O1} C
{f e C(K); [ <0}

Pour tout £ C K quelconque, on pose alors :
w(E) = inf{u(0); E C O, 0 ouvert}

On note que cette nouvelle application p est bien définie car pour tout O ouvert, u(O) =
inf{u(0"); 0 C O',0" ouvert} par (), que u(K) = ¢(llg) et que pour tout Ey C Ey C K,
n(Er) < p(Es).

Etape 1 : pu est o-sous-additive

Commengons par montrer que pour tout Oy, Oy ouverts, (01 U Os) < u(O1) + p(Oz). Soit
01, Oy ouverts.

Soit g € C(K) telle que g < (O U Oy). Alors : F:= Supp(g) C (01 UOy).

D’apres le corollaire 1, il existe (hy, hy) € C(K)? tel que hy < Oy, hy < Oy et F < hy + ho.
D’ott g = hy1g + hog car hy + hy = 1 sur F' = Supp(g).

De plus, comme h1g < O1 et hog < Oy, on a ¢(h1g) < p(O1) et ¢(hag) < u(Oz) d'otr, pour
toute g € C(K) telle que g < (O; UO3), on a :

¢(9) = d(hg) + ¢(hag) < p(O1) + (O

On en déduit que, pour tout Oy, Oy ouverts :

(01 U Oq) = sup{¢(g),9 € C(K),g < (01 UO2)} < u(O1) + p(O2)(*)
Montrons alors la o-sous additivité. Soit (E;);en+ € P(K)N". Soit & > 0.
Par définition de u, pour tout ¢ € N*| il existe O; ouvert tel que E; C O; et :

3

w(O;) < p(E;) + o
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On pose O :=J;2, O;. Soit f € C(K) telle que f < O.On a: F := Supp(g) C O donc, comme
F est compact, il existe n € N* tel que F' C |J;_, O;. D'ou : f < ;- O:.

On en déduit, grace a (x) et a la définition de p que, pour toute f € C(K) telle que f < O, il
existe n € N* tel que :

o(f) < (U Oi) < ZM(Oi) < Z (H(Ez) + ;) < ZN(Ez) te

D’otu, pour tout € > 0, on a :

1 (U Ez) < u(0)
= Sup{¢(f)7f S C(K)vf = O}
< Z/‘L(E’L) +e

Finalement, par passage a la limite, on a :

7 (G E1> < iM(Ei)

=1

Donc p est bien o-sous-additive.

Etape 2 : Pour tout F' fermé, u(F) = inf{o(f), F < f}
Soit F' fermé, € > 0. Par définition de u(F), il existe O ouvert tel que F' C O et u(O) < u(F)+e;
et par définition de p(O) et d’aprés le lemme d’Urysohn, il existe f € C(K) telle que F' < f < O

et ¢(f) < p(0) < u(F) +e.
Donc, pour tout € > 0, il existe f € C(K) telle que F' < f et ¢(f) < pu(F)+e. Do :

u(F) = int{o(f), f € C(K), F < f}

Montrons maintenant ’égalité. Pour cela, montrons que pour toute f € C(K) telle que F' < f,
pour tout a €]0,1[, u(F) < 2o(f).

Soit f € C(K) telle que F < f, a €]0,1].

On pose O, :={f > a}. Ona F C O, puisque a < 1.

Soit g € C(K) telle que g < O,. Alors g < 1o, = ﬂ{§f>1} donc g < éf, d’on gb(g— éf) <0

puisque ¢ est positive. On a alors, pour toute g € C'(K) telle que g < O, :

Donc : p(On) < 2¢(f). Or F C O, d'on, pour toute f € C(K) telle que F < f, pour tout
a€]0,1] :

On a donc bien :

u(F) <inf{o(f), f € C(K), F < f}
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Et finalement, pour tout F' fermé :

p(F) = inf{o(f), f € C(K), F < f}

On pose 7, = {E C K, u(E) = sup{u(F); F C E, F fermé}}.

Etape 3 : Montrons que :
(i) F fermé = F € 9,
(i) O ouvert = O € J;
(iii) p est o-additive sur .

(i) Comme pour tout A, B € P(K), on a:
AC B = u(A) <u(B)

on a bien que pour tout F' fermé, F' € 7.

(ii) Soit O ouvert, € > 0. Montrons qu’il existe F' fermé tel que pu(O) — e < p(F).

Par définition de p(0), il existe f € C(K) telle que f < O et pu(O) —e < ¢(f). On pose
F := Supp(f) C O. D’apres le lemme 14, il existe un ouvert W tel que :

FCcWcWcoO

Alors, comme Supp(f) = F C W ouvert, f < W donc :

1(0) —e < o(f) < p(W) < p(W)

D’ou, pour tout € > 0, il existe F' fermé tel que p(O) — e < pu(F'). Donc O € .

(iii) Commengons par montrer I’additivité sur un nombre fini de fermés.

Soit Fi, Fy deux fermés disjoints, ¢ > 0. D’apreés le lemme d’Urysohn, il existe f € C'(K) telle
que 0 < f <1, fip =1, filr, =0, 4.e I1 < fet Fy <1~ f. D’aprés I'étape 2, comme F; U F
est fermé, il existe g € C(K) telle que F; U Fy < g et :

p(FrUF) < o(g) S p(FiUF) +e

On note que F; < fg et Fy < (1 — f)g, d’ou, toujours d’aprés I'étape 2, u(Fy) < ¢(fg) et
u(Fz) < o((1 = f)g)-

On a alors, pour tout € > 0 :

p(F) + p(Fs) < o(fg) +o((1 = flg) = ¢(g) S p(FLU Fp) +¢

D’ot, pour tous Fi, F» fermés disjoints, d’aprés ’étape 1, on a bien :
p(Fr U Fp) = p(Fy) + (k)

Montrons désormais la o-additivité sur J. Soit (E;)en € %N* des ensembles deux & deux
disjoints, € > 0.
Pour tout i € N*, E; € . donc il existe F; fermé tel que F; C E; et :

w(E;) — o5 < u(F)
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On a alors, pour tout n € N*, pour tout € > 0 :

ZM(Ez') —e< Y (M(Ei) - %) < ZM(E’) = (U E) <p (U Ez>

i=1 i=1

car Fy,--- , F, sont deux-a-deux disjoints. Et finalement, d’aprés I’étape 1 :
+(Us) -3
i=1 i=1

Etape 4 : 7 est une tribu

e D’apres I'étape 3, K € Jj.

e Soit A, B € J,, ¢ > 0. Montrons que A\B € Jj. Pour cela, il suffit de montrer qu'il existe
F c A\B fermé tel que u(A\B) — e < u(F).

A € J donc il existe F fermé tel que Fy C A et u(A) — 5 < p(F1). De plus, il existe O; ouvert
tel que A C Oy et pu(O1) < pu(A) + 5. D'ott, comme O\ Fy, 0y, Fy € T :

—p(A) + = =¢

H(ONF) = p(O1) — p(Fy) < u(A) + - g

2

De méme, il existe F; fermé, Oy ouvert tels que Fy C B C Oy et u(O2\Fy) < ¢
On a alors :
Fl\OQ C A\B C Ol\F2

et :
p(F1\O2) < p(A\B) < pu(O1) — pu(Fz) — p(Fr) + p(F1) + p(O2) — p(O2) < p(F1\O2) + 22
avec [1\O, fermé.

Donc A\B € 7,. En particulier, pour tout A € .7,, K\A € 9.
e Soit (Ei)iGN* S %N*. On a:

E = U E;=EU (UE\E 1)

avec, pour tout ¢ > 2, E;\E;_; € 9 d’aprés ce qui précéde.
On peut donc supposer les F; deux a deux disjoints.
Soit & > 0. D’apres I'étape 3, u(E) = >_.°, u(E;), donc il existe n € N* tel que :

E)—ESZME)

Or pour tout ¢ € [|1,nl]], E; € J donc il existe F; fermé tel que F; C E; et :

On a alors :

W(E) =35 <3 ulE) =22 <3 (n(B) = ) < D u(Fy) = u(F)

i=1 =1 =1



ou F =J, F; est ferme.
D'ou E € 7.

Finalement, .7 est bien une tribu, contenant les ouverts de K, ce qui implique que & C 7.

Etape 5 : Pour toute f € C(K), ¢(f) = [, fdu
Montrons que pour toute f € C(K), ¢(f) < [, fdu, ce qui concluera puisqu’alors, on aura :

—6(f) = o(—1) < /K ~fdp =~ /K fdy

i.e [ fdu < o(f).

Soit f € C(K), € > 0. Puisque f est continue sur K compact, il existe (a,b) € R? tel que
f(K) = la,b] et il existe (yo, - ,yn) € R™" tel que yp = a < y; < -+ < y, = b soit une
subdivision de [a, b] de pas inférieur ou égal a ¢.

Pour tout ¢ € [|1,n]], E; == [ (Jyi—1,yi]) € B C . De plus, pour tout i € [|1,n]], il existe O;
ouvert tel que E; C O; et :

p(0) < n(E) + —

et f <wy;+¢esur O,

On a K = J;_, fermé donc d’apres le corollaire 1, il existe (hy,--- ,h,) € C(K)" tel que pour
tout ¢ € [|1,n|], h; < Oz et K < Z?:l h; i.e 2?:1 h; = 1.

Dou f=>"" h;if et, pour tout i € [|1,n|], comme h; >0, on a :

hif < (yi +€)hi

On a alors, pour tout n € N :

o(f) = Z o(hif)

<D (v +2)d(hi)

i=1

<3 (s + 2+ 9) () + )

- n
=1

= ;%W(Ez) + 2ep (U Ez) + % ; Yio1 + 252%

i=1

n - n
<D vian(E) +2ep(K) + =) b+ 2¢*
=1 i=1

= zn: Yimrp(Ey) + 2ep(K) + (b + 2¢)

car les E; sont deux a deux disjoints.
Donc, pour tout € > 0, on a :

qﬁ(f)g/l((zn:yi_lﬂ&) dﬂ+5(2M(K)+b+25)S/[(fdM‘FE(?M(K)WLb"‘%)

i=1
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D’ou :
gbf fdu.
()S/ M

On a donc construit une mesure p finie sur & et extérieurement réguliére par construction, qui
est également intérieurement réguliére d’aprés I'étape 4 et qui vérifie :

Ve C(K), o)) = /K fdu.

Montrons alors 1'unicité. Soit A et p deux mesures réguliéres qui conviennent.
Soit ' un fermé, € > 0.
F € B et u est extérieurement réguliére donc il existe un ouvert O vérifiant :

u(F) < p(0) < u(F) +¢

D’aprés le lemme d’Urysohn, on a alors 'existence de f € C'(K) telle que F' < f < O. On en
déduit que, pour tout € > 0 :

NF) < [ Fix=oln) = [ fdu<p(0) < u(F) +-

Donc, pour tout F' fermé, A\(F) < p(F'). Par symétrie, on en déduit également que pour tout
fermé F, u(F) < A(F).
Soit A € Z. Montrons que p(A) = A(A).

Comme A et p sont intérieurement régulieres, on a :
p(A) = sup{u(F), F compact, F' C A} = sup{\(F), F' compact, FF C A} = A\(A)

Finalement, on a bien A\ = p sur 4. O

A.2 Unicité de la mesure de Haar

Commencons tout d’abord par montrer I'unicité de la mesure de Haar, qui est une consé-
quence du théoréme de Radon-Nikodym.

Théoréme 13 (Radon-Nikodym, cas des mesures finies). Soit u et v deuz mesures finies sur
un espace mesurable (X, /). Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i))VAe o, n(A) =0 = rv(A) =0,

(1) il existe f € L5, () telle que, pour tout A € o, v(A) = [, fdu.

En outre, la fonction f est unique (dans Ly (p) i.e & une égalité pu-p.p. pres).

Démonstration. Le sens (ii) implique (i) est clair. Montrons alors que (i) implique (ii).

Etape 1 : v < pu

Supposons que v < 4 (au sens o pour tout A € &7, v(A) < u(A) ou encore pour toute fonction
mesurable positive g, fX gdy < fX gdp). On note que pu et v vérifient la condition (i). On pose :

gb:{f?ﬁ(u) - R
f > fody
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Cette application ¢ est continue puisque, d’aprés l'inégalité de Holder, comme v est finie, on a,

pour toute g € L& () C LE(v) :
< (/ del/> V(X)% < (/ ggdu) v(X)
X X

/ gdv
b's

D’apres le théoréme de représentation du dual de L3 (), il existe alors f € L3(u) telle que :

[V

gldv
b's

Vg € Lﬁ(u),/ngv = ¢(g) = /ngdu

Comme la mesure y est finie, f € L3 (i), donc f € Lk () d’apres I'inégalité de Holder. On peut
évidemment assimiler f a 1'un de ses représentants dans % (). Et plus généralement comme
L0 (1) C ZE2(u), on a que pour tout A € & :

z/Afdu

Montrons enfin que f est u-p.p. a valeurs dans l’intervalle [0, 1].
Supposons p({f < 0}) > 0. Comme {f < 0} = >, {f < —=} (union croissante), il existe

ng € N* tel que u ({f < ——}) > (. On a alors :

osr(fre-t) - ys-n(fre-2))

Ce qui est absurde. Donc p({f < 0}) = 0 et, quitte a remplacer f par f1 s>, on peut supposer
f positive. On montre de la méme fagon que pu({f > 1}) = 0.

Donc f est p-p.p. a valeurs dans l'intervalle [0, 1].

Etape 2 : Cas général

Supposons que p et v vérifient (i). D’aprés I'étape 1 appliquée aux deux mesures finies p et
p+ v, il existe une fonction f € .23, (u+ v) telle que 0 < f <1 p-p.p. et :

VA e o/, v(A /fd,u+y

On en déduit alors 1’égalité entre mesures finies : (1 — f).v = f.pu.
On pose N :={f =1}.Ona: u(N) = [ fdu= [y (1= f)dv =0. Or p et v vérifient (i) donc
v(N) = 0. On a alors, pour tout A E o

v(A)=v(ANN)+v(ANN°)
:o+/ L0~ fya

c]._f
o

_/Ncl—f

Or [y llNcﬁd/L =v(N°¢) = v(X) < 400 donc ILNC% € Za. (1) convient.
Etape 3 : Unicité
Si f et f vérifient (ii), alors :

v({f > ) = /{ |, fn = /{ L
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Done [, 7(f = fldu =0 dow p({f > f}) = 0 et par symétrie u({f < f}) =0.

On en déduit que p({f # f}) =0i.e f = f p-p.p.
O

Bien que nous puissions nous contenter du théoréme précédent puisque les mesures consi-
dérées dans le cadre de ce projet sont finies, démontrons le théoréme de Radon-Nikodym dans
le cas général.

Théoréme 14 (Radon-Nikodym). Soit p et v deux mesures o-finies sur un espace mesurable
(X, o). Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i))VAe o, n(A) =0 = v(A) =0,

(i) il existe f : (X, /) — R mesurable telle que, pour tout A € o, v(A) = [, fdp.

En outre, la fonction f est unique (4 une égalité p-p.p. pres).

Démonstration. Le sens (ii) implique (i) est clair. Montrons alors que (i) implique (ii).

Les mesures p et v sont o-finies donc il existe deux partitions &7-mesurables de X, (F},)nen et
(Gn)nen vérifiant : pour tout n € N, u(F,) + v(G,) < +o00. On note que les Ey; := F, N G|,
k,l € N, forment une partition .o/-mesurable de X vérifiant : pour tout k,l € N, p(Ejy;) <
,U,(Fk) < 400 et V(Ek,l) < V(Gl) < +00.

Or N? est dénombrable infini donc on peut supposer que les ensembles (E};) sont indexés par
N. On les notera désormais (E),),en-

Pour tout n € N, on pose p, := u(.NE,) et v, := v(.NE,). Ces mesures sont finies et vérifient
les hypothéses du théoréme 13 donc, d’aprés ce méme théoreme, pour tout n € N, il existe une
fonction f,, € L3, (un) telle que v, = fr.pn = (fullg,).p. On pose alors f := Y nen follg,
D’aprés le théoréme de Beppo-Levi, pour tout A € &7, on a :

/Afdu—/XllAanllEndu

neN
neN X
=> V(ANE,) =v(A)
neN
D’ou v = f.pu.
L’unicité se montre comme dans le cas fini du théoréme 13. O

Lemme 15. Soit (K, Z(K), 1) un espace mesuré, avec K un espace topologique compact, p
une mesure réquliére.
L’ensemble C(K) des fonctions continues est dense dans L*(p).

Démonstration. L’ensemble des fonctions étagées intégrables est dense dans L'(u) donc il suffit
de montrer que pour tout £ € Z#(K) de mesure finie, pour tout € > 0, il existe ¢ € C(K) telle
que [} — L]y < c.
Soit € > 0, E € #B(K) tel que pu(F) < +oo.
p est réguliere donc il existe O ouvert, F' fermé tels que F' C E C O et u(O\F) < e. D’aprés
le lemme d’Urysohn, il existe alors ¢ € C(K) telle que 1p < ¢ < 1.
On a alors :

lp—llop<lp—-lg<¢p—-lp<lp—1F

donc [¢p — 1g| < Lo\ p.
D'ou ||¢p — 1|1 < u(O\F) < ¢, ce qui assure le résultat. O
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Définition 9. Un groupe topologique G est un espace topologique qui vérifie :
(1) G est un groupe,

(i1) { (G X)G : fy { f : G_l sont continues (o l'on a muni G x G de la topologie
produit)

Définition 10. Soit G un groupe topologique, B(G) la tribu des boréliens de G. Une mesure
de Haar p sur G est une mesure de Borel réguliére, non nulle sur % qui est invariante par
translation o gauche, i.e qui vérifie :

VA€ .7 Vg € G,u(gA) = u(A)

Quand G est compact, on exige parfois de plus que j soit normalisée, i.e que | soit une mesure
de probabilité.

Théoréme 15. Soit i et v deux mesures de Haar non nulles sur un groupe topologique compact
G, muni de sa tribu borélienne AB(Q).
Il existe ¢ €]0, 400 tel que du = cdv.

Démonstration. On pose n = p + v. On note que 7 est une mesure de Haar et comme p < 7,
d’apres le théoreme de Radon-Nikodym (théoréme 14), il existe h € Lg, (1) telle que dp = hdn.
On montre comme dans la démonstration du théoréeme 13 que 0 < h < 1.

Soit f € C(G). Pour tout y € G, on a :

/G F(@)h(z)dn(z) = /G F()dn(z)

car 1) et u sont des mesures de Haar. On en déduit que, pour tout y € G :

/ F(2)(h(z) — hiy™2))dn(z) = 0

Or h € L*(n) et C(G) est dense dans L'(n) d’aprés le lemme 15 donc, pour tout f € L'(n),
pour tout y € G :

/ F(@)(h(z) — by '2))dn(z) = 0

Le dual de L'(n) étant L>°(n), on a alors : pour tout y € G, pour n-presque tout r € G,
h(x) — h(y~'z) = 0. D’aprés le théoréme de Fubini-Tonelli, on a :

([ )= nttat o idnto ) ante) = [ ([ 1) = bt lante) ) ant) =0

Or 7 est une mesure de Haar donc, toujours d’aprés le théoréme de Fubini-Tonelli :

/ </ h(z) = hyDldn(z >> / ( | 1hte) = bty )) dn(w) =0



Donc pour 7-presque tout y € G, on a : pour n-presque tout z € G, h(y~') = h(z).

Soit 1o € G tel que pour n-presque tout x € G, h(z) = h(y,"). On pose k = h(y;"'). Pour
n-presque tout x € G, on a donc h(zx) = k, d’ot du = kdn.

On a alors dv = (1 — k)dn donc 0 < k < 1, d'ou du = k(1 — k)~ 'dv, ce qui assure le résultat
recherché. O

A.3 Existence de la mesure de Haar

Montrons désormais 1’existence d'une mesure de Haar sur tout groupe métrique compact.
Celle-ci est une conséquence du théoréme de Markov-Kakutani, qui nécessite plusieurs résultats
topologiques.

Lemme 16. Tout espace compact métrisable posséde une suite dense, i.e tout espace métrique
compact est séparable.

Démonstration. Soit (K, d) un espace métrique compact.

Pour tout m € N*, {B (x, %) ,r e K } est un recouvrement de K par des ouverts donc on peut
en extraire un sous-recouvrement fini { B (z1,m, =), , B (Tpmr =) }-

On pose A = {x; ;1 € [|1,n]], m € N*}.

A est une partie dénombrable de K puisque c’est une réunion dénombrable d’ensembles finis.
Montrons que A est dense dans K. Soit x € K, £ > 0.

Il existe m € N* tel que % < g, donc il existe i € [|1,n,,|] tel que x € B (%‘,m, %) avec T, € A.
On note que d(z, 2;,,) < = < & donc A est bien dense dans K. O

Proposition 5. Soit Y un ensemble non vide tel que pour tout y € Y, il existe B, C P (Y)
veérifiant :

()VV e B,,yeV;

(i) Y € B, ;

(iii) VU,V € B, IV € B, W CcUNV.

Alors il existe une unique topologie T sur Y telle que pour touty € Y, 5B, soit une base de
voisinages pour 7 (i.e :Vy e Y VU e,ye U = IV e B yeV CU).

Démonstration. Commengons par montrer 1’existence. Pour cela, on pose :
T={0}U{0 e 2(Y);Vyc0,3U € B,;U C O}

Montrons que 7 définit une topologie sur Y.

e O € 7 par définition de 7 et Y € 7 par (ii).

e Soit UV € 7. SiU =@ ouV =g, onabien UNV € 7. Sinon, U # & et V # &. Soit
yeUNV.Comme U € 7etV er,il existe O,05 € %, tels que Oy C U et O, C V. Or,
d’apres (iii), il existe O € B, tel que O CO1 N O, CUNV, dou UNV € 7.

e Soit (O;)ie; € 7. Si, pour tout i € I, O; = &, alors Uie;r Oi = @ € 7. Sinon, soit y € (J,; O;.
Il existe ¢ € I tel que y € O;. Or O; € 7 donc il existe U € %, tel que U C O; C |J,.; O;. D’ou
Uier Oi € 7.

Donc 7 définit bien une topologie sur Y. Montrons que pour tout y € Y, %, est une base de
voisinages pour 7. Soit y € Y, U € 7 tel que y € U. Par définition de 7, il existe O € %, tel
que O C U. De plus, d’aprés (i), y € O donc, pour tout y € Y, %, est en effet une base de
voisinages pour T.

Montrons désormais 1'unicité.

il
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Soit 7, 7" deux topologies sur Y admettant, pour tout y € Y, %, pour base de voisinages. Par
symétrie, il suffit de montrer que 7 C 7/. Soit donc U € 7.

Pour tout y € U, comme U € 7, il existe V € &, tel que y € V C U d’ot, comme B, est une
base de voisinage pour 7/, U est voisinage de chacun de ses points. Donc U € 7/ et on a bien
I'unicité recherchée. O

Dans la suite, on considére un espace de Banach (E,||.||).
Pour tout z* € E*, on pose :

Vor ={Var oy an e = {y" € E5 Vi € [|Ln]], [(z"—y")(z;)| < e},n e N, e >0, (21, -+ ,z,) € E"}

D’apreés la proposition 5, il existe une unique topologie, appelée topologie préfaible et notée w*
ou o(E*, E) sur E* telle que pour tout z* € E*, V,« soit une base de voisinages pour o(E*, F).
En effet, soit z* € E*. Montrons que V,« vérifie (i), (ii) et (iii) de la proposition 5.

(i) est clair. De plus, (ii) est vérifié car :

E*={y e E*|(z* —y")(0)] <1} € V.-

Finalement, montrons que (iii) est également vérifié. Soit Uy, Uy € V,-. Il existe (n1,ny) € (N*)2,
(51’52) € (R+*)27 ((mlv"' ’xnl)v(yla"' 7yn2)) € E™ x E™ tels que Ul = ‘/ac*,xl,"wwnlafl et
Us = Vi yy s yny.ez- On @ alors :

Vx*vxlv"' »Tng Y1, 7yn27min(51752) - Ul n U2
Donc (iii) est bien vérifiée.

Remarque 7. Soit (z})neny C E* , x* € E*. On vérifie que :

x Lt e Va e E x}(z) — x%(2)

n—oo n—00

Cette topologie n’est jamais métrisable lorsque E est de dimension infinie. On a toutefois
le théoréeme suivant :

Théoréme 16 (Alaoglu-Bourbaki). Si E est séparable, alors la boule unité fermée de E* munie
de la topologie préfaible, (Bp«,w"), est compacte métrisable.

Démonstration. On suppose E séparable.
Montrons que (Bgs,w*) est métrisable. Comme E est séparable, la sphére unité de E, Sg, l'est
également. On note alors (x,),cy une suite dense dans Sg. On pose :

Bp+ X B — RT
d: 1

@) = Ynen gl (@ = y7) (@)

Montrons que d est bien définie et est une distance sur Bg-.
On note que pour tout (z*,y*) € (Bg+)?, d(z*,y*) < 4 < +oo, donc d est bien définie.
e 1l est clair que, pour tout (z*,y*) € (Bg+)?, d(z*,y*) = d(y*, z*).
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e Soit (x*,y*,2%) € (Bg+)?. On a:

d(z*,z") = ZQ—n (" =y +y" = 2")(2n)]
< 37 Sl =yl + | — )]
< 30 ol =)+ X el = ) )

Donc l'inégalité triangulaire est vérifiée.

e Soit (x*,y*) € (Bg+)? tel que d(x*,y*) = 0.

Alors, pour tout n € N, z*(x,,) = y*(x,). Montrons que z* = y*. Soit = € E\{0}.

Comme (z,,),en une suite dense dans Sg, il existe une sous-suite (z,, )ren de (2, )nen telle que :

lim ||z, — = 0
=400 |||
On a alors :
* * z : * : * * x *
¥ (z) = ||lzl|z" ( 7= ) = lm ||zf|z"(2,,) = lim ||lz]|y*(z,,) = [2zlly" | 7 ) =¥ (2)
||| =400 =400 llz||

D’ot, comme z*(0) = 0 = y*(0), on a bien z* = y*.

Finalement, d définit bien une distance sur Bg-.

Il reste & montrer que la topologie que définit cette distance, notée ici 74 est w* sur Bg«. Pour
cela, d’aprés la proposition 5, il suffit de montrer que pour tout * € Bp«, {AN Bp+, A € V,«}
est une base de voisinage pour 7.

Soit x* € Bg«, § > 0. Il suffit de montrer qu’il existe V' € V.« tel que V N Bg« C B(z*, ).

On pose ¢ = g, n € N tel que Qn—l,l < g. Montrons que Vs 4. 4, N B C B(x*,0).

Soit 2* € Vyx 5o oo gne N Bp+. On a :

€N

- 1 * * - 1 * *
=Yl =+ Y gl - )w)

=0 i=n+1

o
1
<ex2+ E §><2carx*,z*€BE*
i=n+1

—_

N S| >

+

i
L

A

+
NGRSO\

IN
(o)

Dot Vi oo wpe N Bee C B(x*,6).
On en déduit que (Bgs,w*) est métrisable. Montrons désormais que c’est un compact. Soit

(yn)nEN C BE*
Pour tout & € N, (y,(2x))nen est une suite bornée de R (car pour tout n € N, |y,(zx)] <
lynllllzkll < 1) donc, & l'aide du procédé d’extraction diagonale, on construit ¢ : N — N
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strictement croissante, (A\x)ren € RY telles que, pour tout k € N, lhin Yo)) () = Mg
—+00

Soit € Sg. Montrons que (Yy(n)(«))nen est de Cauchy dans R complet.

Soit € > 0. La suite (zx)ren est dense dans Sg donc il existe k € N tel que ||z — x| < e. Or
(Yyo(n) (1) Jnen converge donce est de Cauchy donc il existe N € N tel que pour tout (p, ¢q) € N?
tel que p > N, ¢ > N, Yo (Tr) — Ypg)(z)] < €. On a alors, pour tout (p,q) € N? tel que
p=N,q=N:

Yo0) (%) = Yoota) ()] = |Y0) () = Yo) (Tk) + Yo) (Th) = Yoot) (k) + Yoo(a) (k) — Yoot (7))
< Yo (@ — z) | + Yo (Tk) — Yot (@) + V(o) (2 — 7))
S U lz =zl + Y (k) — Yo (@e)| +1 X ||z — 24|
< 3¢

Donc la suite (Yu(m)(2))nen est de Cauchy dans R complet donc il existe A(z) € R tel que

(Yp(n) (%) Jnen converge vers A(z). En posant A(0) = 0, comme pour tout n € N, y,,) € Bp-,

ceci définit une application linéaire A € B« telle que pour tout x € F, llim Yoy () = Ax).
—+00

Dol Yy (n) “oNe Bpg+. On en déduit, puisque (Bg+,w*) est métrisable, que (Bg+,w") est un

n—+o00
compact. O

Lemme 17. Soit (G,d) un groupe métrique compact.
Lespace E := (C(G,R), ||.|lo) des fonctions continues de G dans R, muni de la norme uni-
forme, est séparable.

Démonstration. D’aprés le lemme 16, G est séparable donc il existe une suite (g, )nen C G
dense dans G.
On pose alors fy = 1 et, pour tout n € N* :

J G —- R
Jo: r v d(z,g,)

On pose également A := R[(f,)nen] que l'on assimile a la sous-algébre de E des fonctions
polynomiales & coefficients réels en (f,,)nen. Puisque Q[(fn)nen] est dénombrable et dense dans
A par densité de Q dans R, il suffit de montrer que A est dense dans E. On a :

(i) A sépare les points de G. En effet, soit (z,y) € G* tel que x # y. Alors il existe n € N* tel
que fn(x) # f.(y) puisque sinon, comme (g, ),en+ est dense dans G, il existe ¢ : N — N telle
que :

0=d(z,z)= o d(z, go1)) = foy(r) = fouy(y) = o d(y, 9p)) = d(y,x) # 0
(ii) Pour tout = € G, il existe f € A telle que f(z) # 0 puisque fy € A.

Le théoréme de Stone-Weierstrass assure alors, puisque GG est compact, que A est dense dans
E. Donc FE est bien séparable. O

Théoréme 17 (Markov-Kakutani). Soit E un espace de Banach séparable, K C E* une partie
convexe, bornée et w*-fermée, T : K — K une application affine (i.e pour tout (z,y) € K2,
pour tout t € [0,1], T(tx + (1 —t)y) =tT(z) + (1 —t)T(y)), et w* — w*-continue.

T admet un point fize dans K.
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Démonstration. Dans la preuve, K sera muni exclusivement de la topologie préfaible.
Soit zy € K. Pour tout n € N, on pose :

1 .
n = T
v n—+1 ; (x(])

Comme K est convexe, pour tout n € N, z,, € K. Or K est borné donc il existe A > 0 tel que
K C ABg-, d’ou, comme K est w*-fermée, (K,w*) est compact métrisable d’aprés le théoréme
16 puisque E est séparable. On en déduit qu’il existe une sous-suite (2, )ren de (2 )nen, + € K
tels que :

xnk—>x

k—o0

Montrons que T'(xz) = z. Soit v € E.
Comme z,, % 2, lim T, (V) = z(v).
k—o0 =400
De plus, comme K est borné, M := sup,cx |y(v)| est fini. On a alors, pour tout k € N :

(& ) o

(T(@n,) = 2n,)(0)| =

ng + 1
1
= |77 (o) (v) — o (v))]
2M
T np+1
Do : llim (T'(xp,) — Tp,)(v) = 0. Or T est continue (pour la topologie préfaible) donc, pour
—+00
tout v € ' :
(T'(x) = z)(v) = lim (T(2n,) = 2n,)(v) =0
l—+o00
Finalement, on a bien T'(x) = x, i.e T posséde un point fixe dans K. O

Théoréme 18. Soit G un groupe métrique compact.
1l existe une unique mesure de Haar normalisée u sur G. De plus, p est invariante par trans-
lation a droite.

Démonstration. C’est une conséquence du théoréme de Markov-Kakutani.

On pose F := (C(G,R),||.||s), K := Prob(G) I'ensemble des mesures de probabilité sur
(G, B(G)).

Soit ;€ K. On peut voir u comme un élément du dual en voyant que p définit une forme
linéaire positive, encore notée pu € E* :

{E - R
[ o fdu

qui vérifie également p(llg) = 1, ce qui assure qu’avec cette identification, K C Bp-.
On note que K est convexe. Montrons que c’est un fermé de (E*,w*).

Soit (fin)nen € KN, ¢ € E* telles que pu, w—+> )
n—-+00

Pour toute f € E positive, pour tout n € N, u,(f) > 0 donc, par passage a la limite, ¢(f) 2
Donc ¢ est une forme linéaire positive, vérifiant ¢(1) = 1 puisque pour tout n € N, p,,(15) =
Le théoréme de Riesz assure alors l'existence d’une unique mesure u réguliére finie sur Z(G

)
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telle que pour toute f € E, ¢(f) = fG fdu. D’apres l'identification faite plus haut, on a alors
¢ = u, et puisque ¢(llg) =1, ¢ est une mesure de probabilité, i.e ¢ € K.

Donc K est bien fermé, puisque, comme E est séparable d’apres le lemme 17, Bg- est métrisable
d’aprés le théoréme 16.

D’otli, comme Bpg« est compacte d’aprés le théoréme 16, K est une partie convexe, w*-compacte
de E*.

Pour tout g € G, on pose :

K — K

T, : H{E—>R
a [ Jor(Hdu = [ flgz)du(x)

Pour tout ¢ € G, T, est bien définie car, pour tout p € K, T,(n) est une forme linéaire
positive et que, pour toute p € K, T,(1)(1g) = 1, donc en faisant le méme raisonnement que
précédemment, le théoréme de Riesz assure que T,(p) € K.

Soit g € G. Montrons que Tj est w*-continue. Pour cela, on utilise le critére séquentiel de
continuité puisque, d’aprés le théoréme 16 et le lemme 17, (K, w*) est métrisable.

Soit (ptn)nen € KV, u € K telles que p, w—+> . Soit (fi,-++, fr) € E¥, e > 0. Montrons qu’il
n—-—+0oo

existe ng € N tel que pour tout n > ng :
To(bn) € Vryuy.pr poe VK =A{v € K5V € [[1L K], [(Ty(p) — v)(fi)| < e}

G — R

r = fi(gz)

Comme iy, w—+> i, il existe ng € N tel que pour tout n > ng, p, € V.. pe N K. On en
n——+00

Pour tout ¢ € [|1, k||, on pose F; : { €k

déduit que, pour tout n > ng, pour tout ¢ € [|1,k|], on a :

/ filgz)dp(z / filgz)dpn ()

D’ot1, pour tout n > ng, Ty(tin) € Vi, (u). i, foe NI

On en déduit donc que, pour tout g € G, T, est w*-continue.

On note que 1 € K est une mesure de Haar si et seulement si pour tout g € G, T,(u) = p.
D’aprés le lemme 16, il existe (g, )nen+ une suite dense d’éléments de G. On pose :

K —» K
S 1
lu’ = ZnEN* 2_nTgn (lu)

[(Ty (1) — Ty(pn)) (i) = = (= pn)(Fi)| < €

On note que S est bien définie puisque » = 1, qu’elle est affine (car pour tout n € N*,

neN*éﬁ
T,, lest) et continue pour la topologie préfaible sur K, puisque, comme pour tout n € N,

1
|T,.] <1, S est la limite uniforme de la suite de fonctions continues (ZnNzo 2_nTg” (,u)) :
NeN*

D’aprés le théoréeme de Markov-Kakutani, on a alors 'existence d’un point fixe pour S, i.e il
existe u € K telle que :

1
p=5S =2 5T
neN*
ou encore pour toute f € E :

[ rau=3 5 [ raaiuta)

neN*
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Montrons que p est une mesure de Haar. Soit f € E. On pose :

F-{G — R
Ly = T,(u = [, flgz)du(x

Comme f est uniformément continue, F' € E. De plus, par (), pour tout g € G, on a :

Z%F(ggn)zz /fggn:r dp(x)

neN* neN*

- / ) (g ()

nEN*

= / o (f)dp car 7,(f) € E

/fgxdu

Or F' est une fonction continue sur le compact G donc admet un maximum en un point gy € G,
en lequel on a donc :

1
Z 2—nF(gogn) = F(g0)
neN*
1
D’oi1, puisque ) . on = 1 et que pour tout n € N*, F(gog,) < F(go), on a que pour tout

n € N*, F(gogn) = F(g0)-
Or (gn)nen+ est dense dans G et F' est continue donc pour tout g € G, F(gog) = F(go), i€,
comme G est un groupe, F' est constante sur GG. Ce qui signifie que, pour tout g € G, on a :

/fgmdu /f )dp(z

i.e u est invariante par translation & gauche.

Posons K’ 'ensemble des mesures de probabilités sur G qui sont invariantes a gauche. K’ est
un sous ensemble convexe et compact de K, non vide d’aprés ce qui précéde. On montre par le
méme raisonnement qu’il existe i € K’ invariante par translation & droite.

Montrons désormais 1'unicité de i comme mesure invariante par translation a gauche.

Soit ¥ € K une autre mesure de probabilité invariante par translation a gauche.

Pour toute f € E, on a, puisque fi est invariante a droite :

| @i = [ [ st = [ [ rapdi@i)

et, puisque v est invariante par translation a gauche, d’aprés le théoréeme de Fubini, on a :

/Gf(a:) //fxydu \dji( //f V() dji( /f Vv(y

D'ou v = [i. O]
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B Autour de la mesure sur la sphére

B.1 Existence d’'une mesure invariante par rotation sur la sphére

On note 8" ! := {u € R™; ||ul]» = 1} la sphére unité de R™ muni de sa norme euclidienne
usuelle ||.||2, et pour tout borélien A de S™™!, on pose :

0" Y (A) == n. A" (Cy(A))

ou Cy(A) :={tu;0 <t <a,u € A} est le cone sur A de rayon a > 0.

Proposition 6. 0" ! est une mesure borélienne sur S 1.

De plus, cette mesure est invariante par rotation, i.e pour tout Q@ € O,(R), pour tout borélien

AC 8™, " Y(Q(A)) = o1 (A).

Démonstration. Montrons que 0™~ ! est une mesure borélienne sur S* 1.

e pour tout borélien A C S"~*, C;(A) est un borélien de R et AW (A) € R* donc 0" 1(A4) € R*;
o 0" (@) =n\"(2) =0;

e Soit (Ap)ren € B(S™ 1) des boréliens deux a deux disjoints. Les C1(A,), n € N, sont alors
également deux a deux disjoints, d’otu :

donc ™! est bien une mesure borélienne sur S™ 1.

Soit @ € O,(R), A€ B(S"!). On a:
" Q(A)) = n. A (C1(Q(A))) = n|det(Q)[A™(C1(A)) = o™ (A)
donc o™ ! est bien invariante par rotation. O

Notons ¢ I’homéomorphisme suivant :

[ R xS — R™\{0}
¢ (r,u) =T

Le mesure de Lebesgue et la mesure sphérique sont reliées par la formule suivante :

Théoréme 19.
VA e BR"),\"(A) = (r"dr @ do" ) (¢7(A))

Démonstration. On rappelle qu'un m-systéme de R™ est une famille de parties de R™ contenant
R™ et stable par intersection finie. D’aprés un résultat de théorie de la mesure, il suffit de montrer
que cette formule est vraie pour tous les éléments du m-systéme II = {C(U) == {t - u;0 <t <
a,u € U},a € RT,U C 8" ! ouvert} qui engendre Z(R™).

Soit a € RT, U € 8" ! ouvert. On a :

A(n)(ca(U)) — /\(">(a01(U)) — an)\(")(Cl(U)) (%))

n
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Or & = [7"~'dr donc, d’apres le théoréme de Fubini-Tonelli, on a :
A = [t [ do

/ r"dr @ do"™ !
10,a[xU

= (r"Ydr @ do"1)(]0, a[xU)
= (r"ldr @ do" ) (o7 H(Cu(U)))

Ce qui assure le résultat. O

Du théoréme précédent et du théoréme de Fubini, on déduit le corollaire suivant :

Corollaire 2. Pour toute f € L' (R"™), on a :
+oo
fdA™ :/ frau)r"tdo™ (u)dr
0 sn1
+o00
= / frau)r™ tdrde™ ()
sn=1.Jo

R”

B.2 Indépendance de ||G|; et I\Gllz

Pour démontrer le theoreme de Dvoretzky, nous avons eu besoin de I'indépendance des vec-

teurs aléatoires |G| et HGH ou G = (g;), avec les g;, i € [|]1,n|], i.i.d de loi normale centrée

réduite, que 'on démontre ici tout d’abord en identifiant les lois respectives de |G| et i GG”2
puis en revenant a la définition de vecteurs aléatoires indépendants.

Lemme 18. ||G||2 admet pour densité la fonction :

22

e

T xn710n71(8n71>Wﬂ[a_,_oo[(x)

Démonstration. Pour toute f : R — R borélienne bornée, on a :

= “2

(2 )

E(f(1G12) = f(||9€|| ) A(”)( )

d’ou le résultat. O

Lemme 19. \GG||2 admet pour lot ma
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l\J

" tdo"(u)da

Démonstration. Pour toute f : R™ — R borélienne bornée, on a

||w\|2
G x e~ Heo
E = = —=
(f <HGH2>> /nf (H%‘Ib) (27) 5 / sn- R )2
_ oo 67&2 n—l n—1
= /.. f(u) (/O e )% da) do" " (u)
Or, on a :
~+o00 0‘72 400 Haulb dO’nil(U>
n 1 . n 1
[ e [ G eyt
B H:vl\g d)\(n ( )
o (271.)2 on— 1<8n 1)
1
G 1 e
> = O-n—l(Sn—l)a ' =

D’ou :
“
G2
HGH sont indépendantes.

Théoréme 20. Les variables aléatoires ||G||2 et
Démonstration. Soit r € RT, A € Z(S"!). 1l suffit de montrer que
G

P (161 < n g € 4) = RIGl < 0P (o € )

Faisons-le :

G
P (HGHQ <r,——¢€ A) =P(G € C.(A))
1G]z
=13
C ™ (x)

_ /O - o Mo (@) QA(U) R
) </O+<><> 1j0.(@) (627:)22 a” 1doz) ([Sn_l ﬂA(U)dO'n_l(U))
(Lo o) (i)
:PmmbéwPG@EGA)

D’ou le résultat.
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B.3 Unicité de cette mesure sur la sphére

Commencons par établir un résultat d’unicité :

Théoréme 21. Soit p et o deur mesures de probabilités sur la sphére de R™ munie de sa tribu
borélienne B(S"'), invariantes par les rotations.
Alors p=o.

Démonstration. On note ||.|| la norme euclidienne usuelle sur R". D’aprés le cours de proba-
bilités, il suffit de montrer que les fonctions caractéristiques de ces deux probabilités, notées
respectivement /i et & sont égales.

Par hypothése, pour toute rotation ¢, pour tout £ € R", on a :

i€ = [ eduto) = [ e ()
— [ O du(a) = lo(6)
Or, pour tout £ € R", il existe une rotation R telle que R¢(&) = (||€],0,---,0). Donc, pour

tout £ € R™, on a :
(&) = [i(Re(8)) = p((ll€]],0,---,0))

De méme, pour tout £ € R", 5(¢) = a((||£]],0,---,0)).
Or, pour tout » > 0, on a :

a((r,0,---,0))

o((rllll,0,- -+, 0))du(z) car Supp(u) < 8"

6(7‘x du(x / / )€ o (€)dp(x)

e dy(x)do(€) par Fubini

S

n n

(o (€) = [ ((rle] 0.+ 0))da(e)

fi((r,0,---,0))do(€) car Supp(o) € 8™

I
%\%\%\%\

n

I

=
—~ =
3

(T’,O,"' 70))
D’ot, comme /i(0) = 1 = 6(0), pour tout £ € R™ :

ﬂ(g) = ﬂ((||§||707 T 70)) = 6((“5“707 T ’O)) = &(5)
On a donc bien p = o. m

a.n—l

Notons o, = FIEET C’est, d’aprés le théoréme 21, I'unique mesure de probabilité sur

S invariante par rotation. On a la formule suivante :

Proposition 7. Soit pu la mesure de Haar (normalisée) du groupe orthogonal O,,.
Pour toute f € C(S™1), pour tout & € S™™1, on a :

F()do (¢ / F(U&)du(U)

Sn—1
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Démonstration. Soit & € S"1. On pose :

gb.{C(S”l) - R
LS = o, F(U&)du(U)

C’est une forme linéaire positive sur C(S"!) avec S"~! compact donc, d’apres le théoréme de
Riesz, il existe une unique mesure réguliére finie v sur Z(S" 1) telle que :

Sn—1

v e, | e = o) = [ )
Or, d’apres le lemme 15, pour toute rotation ¢ de R™, pour tout A € (8" '), on a :

v6l4) = [ Loy U&)dnV) = [ L U0) = [ AaVea)du(V) = v(4)

n n n

ou M est la matrice de ¢ entre les bases canoniques de R", car i est une mesure de Haar; et
v(8" 1) = u(0,)) =1 donc, d’aprés le théoréme 21, v = o,.
On a donc bien le résultat. O
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