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Introduction

Lorsqu’on étudie une propriété linéaire d’un espace de Banach, il est intéressant de savoir
si celle-ci est stable par certains types d’applications non linéaires (comme les plongements
lipchitziens, grossiers, uniformes etc, définis plus loin).

On sait par exemple que la lissité asymptotique est préservée par homéomorphisme uniforme
et que les propriétés locales le sont par plongement grossiérement Lipschitzien.

Il s’avére donc trés utile de savoir si un espace de Banach donné X admet une unique structure
de réseau, i.e si tout espace Y vérifiant Y ~ X est tel que Y ~ X.

L’objectif de ce mémoire est de montrer que, pour n € N et 1 < p; < -+ < p, < +00
vérifiant 2 ¢ {py,--- ,pn}, U'espace £, & --- & £, admet une unique structure de réseau, puis

oo
d’étendre le cas n = 1 a l'espace | > " | , avec (p,r) €]1,+00[? tel que p < min(r,2) ou
n=1 £y

p > max(r, 2).

Pour cela, nous commencerons par introduire plusieurs objets, comme les différents types
de plongement que nous considérerons, les espaces de suites d’Orlicz, les modules de lissité et
de convexité asymptotiques, ou encore les ultrapuissances.

Nous montrerons ensuite que, pour n € N* et 1 < p; < .-+ < p, < 400 vérifiant
2 & {p1,--- ,pn}, lespace £, @ --- @ {,, admet une unique structure de réseau. La preuve
de ce résultat se faisant par récurrence, nous débuterons par le cas n = 1, qui repose sur

I'utilisation de deux techniques : le principe des milieux approchés et les graphes de Kalton-
Randrianarivony. Nous montrerons également que, pour p € [1,4+00[\{2}, £,(f2) ne se plonge
pas grossiérement Lipschitz dans ¢, @ ls.

L’article utilisé pour cette partie est celui de Kalton et Randrianarivony, publié¢ en 2008 (cf [20]).

Pour finir, nous montrerons que si (p, ) €]1, 4+00] est tel que p < min(r,2) ou p > max(r,2),

o
I’espace <Z E:}) admet une unique structure de réseau, en suivant la preuve de Kalton, issue
n=1 Ly

de [17].

Pour y parvenir, nous aurons besoin d’introduire plusieurs outils supplémentaires, comme des
propriétés d’approximation ou la notion de modéle étalé. Ceci fera I’'objet d’une premiére sous-
partie. Nous prouverons ensuite dans une deuxiéme sous-partie les différents résultats intermé-
diaires utilisés dans la preuve du théoréme souhaité.

Nous conclurons cette partie par la démonstration du fait que, pour tout p €]1,4o00|, on a :

o0
(Z fg) ~ (,. Grace au résultat de la deuxiéme partie, on disposera alors d'une preuve plus
n=1 2

oo
simple de l'unicité de la structure de réseau de (Z EQ) pour p €]1, +ool.
n=1 Y
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Tous les espaces vectoriels considérés seront des R-espaces vectoriels.
Pour tout 1 < p < 0o, on note L, = L,(]0, 1]) et, pour tout espace métrique E, Z(FE) désigne
la tribu des boréliens de E.

1 Préliminaires

Introduisons dans cette premiére partie les différentes notions dont nous aurons besoin par
la suite.

1.1 Notations et théorie de Ramsey

Commencons par introduire quelques notations et prouver le théoréme de Ramsey.

Notations 1. Pour tout espace de Banach X, on note Bx la boule unité fermée de X et Sx
la sphére unité de X.

Notations 2. Pour tout M C N, on note [M]¥ ’ensemble des sous-ensembles infinis de M et,
pour tout k € N*, on note [M|*¥ = {(ny,--+ ,ng) € M¥;ny < -+ <y}

Théoréme 1 (Ramsey). Soit M € [N]*, k € N*, F un ensemble fini, ¢ : [M]* — F une
application.
Il existe f € F et L. € [M]“ tels que, pour tout m € [L]*, on ait p(n) = f.

Démonstration. Montrons le résultat par récurrence sur £ € N*. Pour tout £ € N*, on pose
H,, : pour tout M € [N]¥, pour tout ensemble fini F, pour toute application ¢ : [M]¥ — F il
existe f € F et L € [M]* tels que, pour tout 7 € [LL]*, on ait ¢(n) = f.
On note que H; est vraie (c’est le principe des tiroirs).
Soit k € N*\ {1} tel que Hy_; soit vraie.
Soit M € [N]*, F un ensemble fini, ¢ : [M]* — F une application.
e Posons n; = min M, ¢ : { MAm = F :

(Mo, ,my) = S(na,ma, - ,my)
L’hypothése de récurrence assure qu'il existe My € [M\ {n1}]¥ et f; € F tels que, pour tout
M= (ma, - 1) € MLJEY, on ait g(a, ma, - , ) = () = .
e Posons ny = min M > ny. De nouveau, il existe My € [M; \ {ny}]“ et fo € F tels que, pour
tout m = (ma, - ,mp) € [Ma]*~1 on ait ¢(ny, ma, -+ ,mp) = fo.
e On répéte cette opération une infinité de fois. On obtient alors une suite décroissante (M) jen+ C
[M]* et une suite strictement croissante (n;);en+ C M. Quitte & extraire, on peut supposer que,
pour tout j € N*, f; = f € F, ce qui conclut en posant L = {n;, j € N*}. O

Nous nous servirons de ce théoréme via les deux corollaires ci-dessous.

Corollaire 1. Soit M € [N]*, k € N*, (K,d) un espace métrique compact, ¢ : [M]*¥ — K une
application, € > 0.
11 existe I € M) tel que, pour tous m,m € [L]*, on ait d(¢(n), p(M)) < €.

Démonstration. Comme K est compact, on peut trouver une famille finie (Oy)ep de sous-
ensembles de K, deux a deux disjoints, recouvrant K et de diamétre strictement inférieur a e.
Pour tout 7 € [M]*, il existe un unique f = (n) € F tel que ¢(n) € O;.

D’aprés le théoréme de Ramsey, il existe L € [M]“ et f € F tels que, pour tout m € [L]¥, on
ait ¢ (m) = f. On en déduit que, pour tous 7, m € [L]*, on a d(¢(n), p(M)) < . O
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Corollaire 2. Soit (X, ||.||) un espace de Banach, k € N*, M € [N]*, 6 € R™*, K C X un
ensemble compact, f : [M]*¥ — X une application vérifiant f([M]*) C K + §Bx.
Pour tout € > 0, il existe M € [M]* tel que diam(f([M']*)) < 26 +e.

Démonstration. Soit € > 0. Il existe g : [M]* — K et h: [M]* — §Bx vérifiant f = g + h.
D’aprés le corollaire 1, il existe M € [M]“ tel que diam(g([M']*)) < . On a donc :

va,m € [M]", | f(7) — f@)| < [|h@)I| + [Ih@)]| + g(@) — g(m)l| < 26 +¢

ce qui assure le résultat. O

1.2 Différents types d’applications et de plongements

Dans la suite, nous considérerons divers plongements entre espaces de Banach, introduits
dans cette sous-partie. Commencons par définir les plongements non-linéaires.

Définition 1. Soit (M,d) un espace métrique.

e Soit 0 < A< B. On dit qu’un ensemble N C M est un (A, B)-réseau de M si :

(i) pour tous x £y € N, d(z,y) > A;

(it) pour tout z € M, il existe v € N tel que d(z,z) < B.

Si B = A, on dit simplement que N est un A-réseau de M.

e On dit qu’un sous-ensemble N' C M est un réseau de M s’il existe 0 < A < B tels que N
soit un (A, B)-réseau de M

Définition 2. Soit (M,d) et (N,d) deuzx espaces métriques non bornés, f : M — N une
application. Si f est injective, on note f~! la réciproque de f: M — f(M).
e Pour tout t € RT, on pose :

wr(t) = sup{d(f(z), f(v)); (z,y) € M*,d(x,y) < t}.

On dit que f est uniformément continue si %in% we(t) =0;
%

e on dit que f est un homéomorphisme uniforme si f est bijective et que f et f=1 sont unifor-
mément continues ;

e on dit que M et N sont uniformément homéomorphes , et on note M ~ N s’il existe un
UH

homéomorphisme uniforme g : M — N ;
e pour tout s € R™, on pose :

Lip,(f) = sup {‘“ffl—i (0,9) € M2, d(z.y) > }

et Lipoo(f) = inf Lip,(f).
On dit que f est grossiérement Lipschitzienne si Lip (f) < 0o

e on dit que M et N sont Lipschitz-équivalents, et on note M ~ N s’il existe une bijection
L

f:M — N telle que f et f~1 soient Lipschitziennes ;
e on dit que f est une équivalence grossiérement Lipschitzienne si f est grossierement Lipschit-
zienne et qu’il existe une application grossierement Lipschitzienne g : N — M ainsit qu’une
constante C' > 0 vérifiant, pour tout (x,y) € M x N :

d(go f(x),z) < C etd(fogly)y) <C;
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e on dit que M et N sont grossicrement Lipschitz-équivalents, et on note M ~ N s’il existe
CL

une équivalence grossierement Lipschitzienne f: M — N ;

e on dit que f est un plongement Lipschitzien si f est injective et que f et f=1 sont Lipschit-
ZIENNES |

e on dit que f est un plongement grossié¢rement Lipschitzien si f : M — f(M) est une équiva-
lence grossierement Lipschitzienne ;

e on dit que M se plonge Lipschitz (respectivement grossierement Lipschitz) dans N, et on
note M — N (respectivement M P N) s’il existe un plongement Lipschitzien (respectivement

grossiérement Lipschitzien) g : M — N ;
e on dit que M et N sont réseaus-équivalents, et on note M ~ N s’il existe un réseau Ny de

N
M et un réseau Ny de N tels que Ny ~ Ny
L

D’aprés la proposition suivante, I’équivalence de réseaux entre espaces de Banach de dimen-
sion infinie ne dépend pas des réseaux choisis.

Proposition 1. Dans un espace de Banach de dimension infinie, deux réseauzr sont toujours
Lipschitz-équivalents.

Définissons désormais les plongements linéaires.

Définition 3. Soit X, Y deux espaces vectoriels normés, T : X — Y une application. StT est
injective, on note T~' la réciproque de T : X — T(X).

o On dit que T est un plongement linéaire si T est injective et que T et T~! sont linéaires
continues;

e on dit que T est un plongement isométrique si T est injective et que T et T sont des
1sométries linéaires.

Notations 3. Soit X, Y deux espaces vectoriels normés, A\ € RT*.
e Onnote X ~Y s1 X estY sont linéairement isomorphes, X =Y si X et Y sont linéairement
1SOMELTIqUES |

A o . ‘ S L _
e on note X =Y s’il existe un isomorphisme linéaire T : X — Y vérifiant |T|||| 77| < .
Remarque 1. e Si M est métriquement conveze, toute application uniformément continue
de M dans N est grossierement Lipschitzienne. Par conséquent, un homéomorphisme uniforme
entre deux espaces vectoriels normés est une bijection grossierement Lipschitzienne de réciproque

grossierement Lipschitzienne.
e On note que lapplication s € R™ — Lip,(f) est clairement décroissante.

On utilisera réguliérement le résultat suivant concernant les applications grossiérement Lip-
schitziennes :

Proposition 2. Soit X, Y deux espaces de Banach, f : X — 'Y wune application.
Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) Uapplication f est grossiérement Lipschitzienne ;

(i7) il existe A,0 € RT tels que :

Y(,y) € X lz —yll 20 = [[f(z) — )]l < Allz - y];
(1) il existe A, B € RT tels que :

V(z,y) € X7, [[f(z) = fy)ll < Allz -yl + B.
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Démonstration. L’équivalence (i) <= (ii) et U'implication (iii) = (ii) sont claires.
Montrons que (ii) = (ii7).
Supposons qu'il existe A,0 € R* tels que :

V(z,y) € X2z —yll 20 = |If(x) = fy)]l < Allz —yl|.

Soit (x,y) € X2 Si ||z — y|| > 6, alors, pour tout B € R™, on a :

1f (@) = fW)ll < Allz =yl + B.

Supposons donc ||z — y|| < . Comme X est un espace de Banach, il existe z € X vérifiant
ly — z|| = 20. En particulier, ||z — z|| > 6. On a donc :

17(2) = T < 17(@) — FI+ 1) — F@)ll < Allz — 2] + Ally — 2|
< Allz —y|l +24]y — 2| = Allz — y|| + 440

ce qui assure le résultat. O

On peut montrer un résultat similaire pour les plongements grossiérement Lipschitziens (cf
[6]) -

Proposition 3. Soit X, Y deux espaces de Banach, f : X — Y une application.
Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) Uapplication f est un plongement grossierement Lipschitzien ;

(1) il existe A, B,0 € R tels que :

V(z,y) € X% |lz =yl >0 = Allz —y| <[ f(z) - fFW)I < Bllz —yl|;
(i) il existe A, B,C, D € R* tels que :

V(z,y) € X Allz =yl - B < |[f(2) = fW)ll < Cllz — yll + D.

Notons que l'on a également la proposition suivante :

Proposition 4. Soit X,Y deux espaces de Banach de dimension infinie. Les assertions sui-
vantes sont équivalentes :
(1)) X ~Y;
CL
(17) tout réseau de X est Lipschitz-isomorphe a tout réseau de Y .

En particulier, si X ~ 'Y, deux conditions sont vérifiées.
UH

Dans la définition de plongement grossiérement Lipschitzien, on ne demande pas a ’appli-
cation d’étre continue. Nous allons voir ci-dessous que ce n’est pas un probléme. Pour cela, on
introduit les partitions de I'unité.

Définition 4. Soit X un espace topologique. On appelle partition de l'unité sur X toute famille
(pi)ier de fonctions continues de X dans [0, 1] vérifiant :
(1) la famille (Supp(p;))ier est localement finie ;

(17) pour tout x € X, > ¢;(x) = 1.

iel
Si (Us)ier est un recouvrement ouvert de X, on dit que (@;)ier est subordonnée au recouvrement
(Ui)ier si, pour tout i € I, Supp(y;) C U;.



On dispose du résultat ci-dessous concernant les partitions de I'unité, dont on pourra trouver
une démonstration dans [25].

Proposition 5. Soit X un espace topologique. Si X est métrisable, alors, pour tout recouvre-
ment ouvert (U;);er de X, il existe une partition de lunité sur X subordonnée a (U;)er.

Ce résultat nous permet de prouver la proposition suivante :

Proposition 6. Soit X,Y deux espaces de Banach.
S’il existe un plongement grossiérement Lipschitzien de X dans 'Y, alors il existe un plongement
grossierement Lipschitzien continu de X dans'Y .

Démonstration. Supposons qu’il existe un plongement grossiérement Lipschitzien de X dans
Y. 1l existe alors une application f: X — Y et deux constantes A,C' € R* telles que :

V(@,y) € X2z —y| 2 A = |z —y| < |If(2) = fWI < Cllz —yll.

Notons N = (x;);er un A-réseau de X. Pour tout z € X, pour tout r > 0, notons B(z,r) la
boule ouverte centrée en x de rayon r.

D’apreés la proposition 5, il existe une partition de I'unité (f;);c; sur X subordonnée au recou-
vrement ouvert (B(z;, A))ier-

L’application g = Y., f(x;) fi est continue. Montrons que c¢’est un plongement grossiérement
Lipschitzien.

Soit (z,y) € X? tel que ||z — y|| > 2A. 1l existe (i,7) € I? tel que i # j, * € B(x;, A) et
y € B(z;,A). On note que :

lg(@) = )l = || D (f(xe) = Fl@) fulw)]| < C x 24A.

kel

De méme, [|g(y) — f(z;)|| < 2CA.
Comme || f(z:) — f(x )|| < Cllas — ]| <2CA+ Cllz — gy, on a

lg(x) = gl < Clle =yl + 6CA.

11 suffit alors de remarquer que :

lg(z) = gl = [[f(z:) = f(@))l| = llg(@) = fl@)l = llg(y) — f(z))]
> |lz —y| = llz — x| — ly — x;]| —4CA
> |z — gl — 2(1 +20)A

pour conclure. O

1.3 Sommes ¢, d’espaces de Banach

Introduisons dans cette partie les sommes ¢, d’espaces de Banach.

Notations 4. e Soit (X, ||.||x,))nen+ une suite d’espaces de Banach.
x Pour tout p € [1,+o0[, on note :

(ZX ) { et € [ % ) Il < m}

n=1 n=1
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muni de la norme :

Vi = (Zn)nens € (Zx), ], = (annupn)

p

B =

x Notons également :

(Z Xn) = {(xn)HEN* S HXTU sup Hx’fl”Xn < +OO}
n=1 loo

ne1 neN*

munt de la norme :

Vo = :En nEN* (ZX ) ) ||I”OO = Sup HanX'n
neN*

e Si tous les espaces X,,, n € N*, sont égauzr a un méme espace de Banach X, on utilisera
plutdt les notations £,(X), 1 < p < +o0, et £ (X).

Tous les espaces introduits dans la notation précédente sont des espaces de Banach. Les
deux résultats suivants permettent d’en dire plus sur la dualité de ce type d’espaces.

Proposition 7. Soit (X,)nens une suite d’espaces de Banach, p € [1,+00[, ¢ son exposant
CONJUGUE.
L’application J définie par :

<n§1 X;:) ¢ - nil Xn)

J {( X, SR
™ n=1

Yy = (xn)neN* 0
xn neNx z xZ(In)
n=1

(

\

est une isométrie linéaire surjective.

Démonstration. e Commencons par voir que 'application .J est bien définie.

o0 (o9}
Pour tout y = (z)nen- € | D X5 | , pour tout x = (z,)nen- € (Z Xn) , d’apres l'inégalité
n=1 £y n= Ly

de Holder, on a :

< [lyllglll,

donc la série > xZ(xn) converge, Jy est bien définie et, comme J, est linéaire, J est bien

neN*
définie.

e [’application J est clairement linéaire. Montrons que c’est une isométrie.

Soit y = (2 )pen+ € (Z X;) . On a déja || J,|| < |lyll, d’aprés ce qui précede.
n=1 Ly
Siy =0, le résultat est immeédiat donc on peut supposer ||y||, > 0.

\{0} verifiant | J, (z)[ = [|]l, (Hqu v ”q/p>

Soit € > 0. Montrons qu’il existe z € (Z Xn>
- 0

8



Pour tout n € N*, posons z,, = 0 si 2 = 0; sinon il existe 7, € Sx, tel que z%(7,) € RT et

- £
zh(2n) > ||k xx — Sl [T Pour tout n € N*, posons z,, = ||z}, |X* T
X
oo
La suite (z,)nen+ ainsi définie appartient a <Z Xn) car :
o o
D lloal, = Y = 2 Il = Iyl < oo
n=1 n=1

et [[z]l, = yl&" >

I1 suffit alors de remarquer que :

00
o) =Y Nl e (@) > Z e
n=1

= llyllg — & = llel, (nynq - ||q“’>

pour conclure que J est bien une isométrie linéaire.
e Montrons pour finir que J est surjective.

SoN;(SE(ZX) .Si6=0,0onad=J(0). Supposons donc ¢ # 0.
gp

Z

=1

X, —& R
Pour tout n € N*, 'application z}, : ¢ =+~ 6((0,---,0, =« ,0,---,0,---) appartient

T
n€ position

A XE.
Montrons que y = (2),en € (Z X;i) et que J(y) = 4.
n=1

eq
Soit € > 0. Pour tout n € N*, on pose x,, = 0 si 2} = 0; sinon, il existe x,, € Sx, tel que

5
ah(xn) € RY et o (x,) > |2k || xx — ————. Pour tout n € N, on pose :

2 = (laill%;

X5 ‘rlv ,||(L’ |

g(*1$n707'” ,07...) c <ZXH>
n=1

p

Pour tout n € N*, on a alors :

1511 < %;;) = (161121, > [6(=")] = Z k]
k=1

donc, pour tout n € N*, pour tout € > 0, on a :

n n
S ily; — < < 191 (z ez
k=1 k=1

3

?Xf:v:z (zr) >

T

1

p
q
*
Xk

d’ot, pour tout n € N* :

1

q
%;;) < [l4]l-

9
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On en déduit que y = (2} )pen € ( X;;) :
Zq

n=1
(o @) o0 *
De plus, pour tout = (2, )nen € (Z n) , on a, comme o € (Z Xn) :
n=1 £ n=1 £

+
n€ position

J(y)(x)zzxr“L(xn):Zé((O? 0, Tn 0, 707)):5(:6)

d’ott J(y) = 4, ce qui assure que J est surjective.
Donc J est bien une isométrie linéaire surjective. O]

Corollaire 3. Soit (X,,)nen+ une suite d’espaces de Banach réflexifs, p €]1, +00].

L’espace (Z Xn) est réflexif.
n=1

£p

Démonstration. Notons g €]1, +oo[ exposant conjugué de p.

( 00 0 *
n=1 I8 n=1 2
o
D’apres la proposition 7, les applications 1) : (Z Xn> — R
(x;)nEN* = "=l f 00
(In)neN* = z Jf;kl(l‘n>
\ n=1
s 00 00 *
(Ex) - (S
n=1 £ n=1 £q
o0
et ¢: ( > X T*L) - R sont des isométries linéaires sur-
(l‘n*)nEN* = =t ba 0o
(@} )nens Zl xy(2)
\ n=
jectives.
X, — X
Par hypothese, pour tout n € N*, I'isométrie linéaire Il : N Xy — R est
= a2t (z)
surjective.
( 0o fo%) kK
n=1 Ly n=1 Ly
On veut montrer que 'isométrie linéaire 1T : ) *
4 (Z Xn) ~ R
x — n—=1 ¢

est surjective.

*

Xn — X,
Posons A : <n§1 ) t (ngl n>eq

(xn)nEN = QS((HXn (ﬂfn))neN)
L’application A est une isométrie linéaire surjective en tant que composée d’isométries linéaires

surjectives.
Il suffit alors de montrer que IT = (¢¥*)"' o A = (¢"1)* o A. Or, pour tout * = (x,)nen €

10



o o) k
(Z Xn) , pour tout § € (Z Xn) , d’aprés ce qui précede, on a :
n=1 Y n=1

(W) o Ax)) (8) = Az) (74(8)) = S((Ix, (w)new-) (¥71(8)) = Y (I, (), 7 1(6)n)
=S T @) = S8((0, -0, @y L0, ,0,---)) = 6(x)
= II(z)(9)

o0

d’ot IT = (¢*)7! o A est une isométrie linéaire surjective, ce qui assure que ( Xn) est
n=1 /¢

P

réflexif. O

1.4 Fonctions d’Orlicz, espaces de suites Orlicz, normes itérées

Dans les parties 2 et 3, nous aurons besoin des notions d’espaces de suites d’Orlicz et de
normes itérées, que nous allons introduire dans cette sous-partie.
Commencons par donner la définition de norme absolue ainsi qu’une autre définition équiva-
lente.

Définition 5. On dit qu’une norme N sur R? est absolue si, pour tout (a,b) € R?, on a
N(a,b) = N(|al, [b]).

Remarque 2. Une norme étant une application conveze et la boule unité de (% étant ’enve-
loppe conveze de {—1,1}%, on en déduit qu'une norme N sur R? est absolue si et seulement si
elle vérifie :

v(a17b17a27b2) S R47 |CL1| S |a2|7 |b1| S |b2| - N(alabl) S N<a2ab2>-

Introduisons désormais les fonctions d’Orlicz et les espaces de suites d’Orlicz.

Définition 6. Une fonction d’Orlicz est une fonction continue f : RT — R croissante,
conveze, vérifiant f(0) =0 et tli+m f(t) = 4o0.
—+00

Dans la suite, on ne considérera que des fonctions d’Orlicz non-dégénérées (une fonction
d’Orlicz f : RT — R est dite non-dégénérée si, pour tout t € R™, f(¢) > 0).

Définition 7. Soit F' une fonction d’Orlicz. L’espace :

bp = {(&n)new* CR;3dN e R**,ZF (@) < +oo}

n=1

muni de la norme de Luxembourg :

Va = (ap)nen+ € Cr,||alls, = inf {)\ € RY; ZF (|a_;]> < 1}

n=1

est un espace de Banach appelé espace de suites d’Orlicz.

11



Pour toute fonction d’Orlicz Lipschitzienne F, la fonction ¢ € RT* — ) st croissante

majorée donc admet une limite § > 0 en +oo, et on peut (cf [19]) définir une norme absolue
associée a [ par :

1 .
Y(a,b) € R2, Np(a,b) = o (1 + (m)) si a7 0

)b| sinon

Définissons pour finir les normes itérées ainsi que les bases inconditionnelles.

Définition 8. Soit N une norme absolue sur R? vérifiant N(0,1) = 1. Notons (e, )nen+ la base
canonique de cqq.

On définit 'espace de suites Ay comme la complétion de cog avec la norme définie de fagon
itérative par : |ler||ay =1 et

=N

AN

VYn > 2,V(ay, - ,a,) € R", y Oy

n
E :ajej
j=1

n—1
E a;e;
j=1

AN

Définition 9. Une base (up)nen+ d’un espace de Banach X est dite inconditionnelle si, pour

tout x € X, la série u* (x)u,, converge inconditionnellement, avec (ur « la suite des
) n n ) n/)neN
neN*
applications coordonnées.

On a le résultat suivant, dont on pourra trouver une démonstration dans [1] :

Proposition 8. Une base (uy,)nen+ d’un espace de Banach X est inconditionnelle si et seule-
ment s’il existe une constante K > 1 telle que, pour tout N € N*, pour tout (a1, --- ,an,b1, - ,by) €

R2N | on ait :
N
zz:bﬂ%‘.

=1

N

E QiU;

=1

(Vi € [|1, N}, |ai| < [bi]) = <K

On utilisera réguliérement le fait suivant :

Remarque 3. La base (e,)nen+ de Ay est inconditionnelle.

Dans la suite, N désigne une norme absolue sur R? vérifiant N(0,1) = 1.
Notons F' = N(1,-) — 1.
L’espace Ay coincide avec la fermeture de ¢oy dans 'espace de suites d’Orlicz £r. On a méme
plus, comme le montre le lemme 2. Pour prouver ce lemme, nous aurons besoin du résultat
intermédiaire ci-dessous.

Posons Cr = %ngHTF(t) >0, Dp = max(1, N(0,1)).
>

Lemme 1. Pour tout n € N*, pour tout (ai,--- ,a,) € R", on a :

n

E ;€41

=1

n

E i€

=1

< Dp
An

AN

12



Démonstration. Montrons le résultat par récurrence.
Pour tout n € N*, on pose H,, : pour tout (ai, - ,a,) € R", on a:

n

g a;i€i41

i=1

n

g ;€4

i=1

< Dp
AN

AN
e Pour tout a € R, on a :

laeallay = 1alN(0,1) = [laei[lay N (0,1) < Dpllaef|ay

donc H; est vraie.
e Soit n € N* tel que H, soit vraie. Soit (ay,- -+ ,apy1) € R"™. On a:

n+1 n
E ;€41 =N E ;€41 | @n |
i=1 AN i=1 AN

n

g ai€;

i=1

§N<DF

,DF|an+1|> par H, et car Dp > 1
AN

n+1

E a;€;
i=1

= Dy

AN

donc H, 1 est vraie.
Le principe de récurrence permet de conclure.

Lemme 2. Pour tout a € cyy, on a :

1 1
s lalles < Nl < emasx (1, ) lall-
Démonstration. Soit (ap, -+ ,a,) € R™
e Supposons que aiei‘ = 1. En particulier, on a [[(1 + F(|a;])) <e.
i=1 . i=1

Montrons que a;€;

=1
* Si|a;| <1,ona:

n

1
< emax (1, —> .
An Cr

Zaiei S e+ Z a;e;
n—1 n—1
<ller+ > aie|| (14 F(lan]) car jer + Y aei| > lexflay > 1
=2 AN =2 AN
<< leallay [T+ F(lal))
=2
<[+ F(al) <e

i=1

13



Si|ai| > 1, 0ona:

n n—1 n—1
Zaiei < lla1e; + Zaiei (14 F(layn|)) car ||aje; + Zaiei > |larer]|ay =1
=1 AN =2 AN 1=2 AN

<o < laver|lay [T+ F(lail)
i=2
= ﬁ 1+ F(la ‘
C Pl C’F
d’ou le coté droit de l'inégalité.
e Supposons désormais ||> a;e; =1.
=1 AN
On a
2=1 + Zajej
Jj=1 An
> -~ G dapres le | scedent
> lle; + Z D_F€j+1 aprés le lemme précéden
Jj=1 An
n—1 a |a ’
= —L 1+ F “
= An Dpller + Y 5=ejm
L =1 AN
n—1 r | |
N SN [ el
J=1 An
> >>]%[ 1 +_}7 JEQL
- 2Dp
7j=1
- |a;]
>1 F
>14) (2 ul
7j=1
donc ||> ase; < 2Dp, d’ou le résultat.
i=1 lp

1.5 Modules de lissité asymptotique et de convexité asymptotique

Introduisons ici les modules de lissité asymptotique et de convexité asymptotique.

Définition 10. Soit (X, ||.||) un espace de Banach.
x Pour tous v € Sx, t € RT, Y sous-espace de X de codimension finie, on pose :

px(t,x,Y) = sup ||z +tyl| — 1 et dx(t,z,Y) = 1nf |z + ty|| — 1;
yeSY
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* Pour tous x € Sx, t € R, on pose :
px(t,z) =inf{py(t,2,Y),Y sous-espace fermé de X de codimension finie}
et : 3 B
Ox(t,x) =sup{dx(t,z,Y),Y sous-espace fermé de X de codimension finie};
x Pour tout t € R, on pose py(t) = sup py(t,x) et dx(t) = inf 6x(t, ).
z€Sx rE€Sx

L application py est appelée module de lissité asymptotique de X et 5x est appelée module de
convexité asymptotique de X.

Définition 11. Soit X un espace de Banach.

e On dit que X est asymptotiquement uniformément lisse (AUS) si 1111(1) =0;

e Soit p € [1,400[. On dit que X est p-AUS s’il existe C > 0 tel que, pour tout t € [0,1],
e On dit que X est asymptotiquement uniformément convexe (AUC) si, pour tout t €]0,1],
3)(@) >0;

e Soit p € [1,+00[. On dit que X est p-AUC s’il existe C' > 0 tel que, pour tout t € [0,1],

Montrons quelques propriétés dont disposent ces modules.

Proposition 9. Soit (X, |.||) un espace de Banach de dimension infinie, t > 0. On a :
0<ox(t) <px(t) <t

Démonstration. e Les inégalités dx(t) < py(t) < t sont claires (l'intersection de deux espaces
de codimension finie de X n’est pas réduite a {0}).
e Notons & désigne I’ensemble des sous-espaces vectoriels fermés de X de codimension finie.

*x Commengons par montrer que inf sup inf ||z + ty|| > 1.
r€SX yeg YESY

Soit x € Sx. D’aprés le théoréme de Hahn-Banach, il existe z* € Sx- tel que z*(x) = 1.
Posons Y = ker(z*) € £. On a alors :

Yy € Sy, ||l + ty|| > 2" (z + ty) =1

d’ou inf sup inf ||z + ty| > 1.
TESX yeg YESY

« Montrons désormais que sup inf sup ||z + ty| > t.
zeSx ¥ €€ yeSy
Soit x € Sx, Y € £. On peut supposer Y # X et Y # Rx. Il existe un sous-espace vectoriel

Z de X, de dimension finie, vérifiant X =Y @ Z. Notons (eq,--- ,e,) une base de Z et Z' =
Vect{ey, - ,e,,x}. D’aprés le lemme de Riesz, il existe y € Sy tel que d(y, Z’) > 2. D’aprés
un corollaire du théoréme de Hahn-Banach, il existe ¢ € X* tel que p(y) = 1, Z" C ker(p) et

1 1
<

= <1

IN

On a alors t = p(z + ty) < [|¢|lllx — ty|| < ||z + ty||, d’ou le résultat. O
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Proposition 10. Soit (X, ||.||) un espace de Banach, t € RY, z € X, Y un sous-espace vectoriel
fermé de X de codimension finie.

On a :
sup ||z + ty| = sup ||z + tyl|.

yESY yEBy

Démonstration. 11 suffit de montrer que sup ||z + ty|| < sup ||z + ty||, Vautre inégalité étant
y€By yESy
immeédiate.
Pour cela, supposons que A = sup ||z + ty|| < sup ||z + ty|.
yESy yEBy
e Montrons que A > ||z]|.

Il existe z* € Sx- tel que x*(z) = ||z|| et il existe y € Sy tel que 2*(y) > 0. On a alors :

A= le+tyll = 2% (x + ty) > [|l2]].

e Donc, par hypothése, il existe y € By \ {0} tel que ||z + ty|| > A. On a :

A
H <Aet H Loyt
T lyll Myl vl
1 1
<— - 1) A<|-Z e L ‘ - Hx—i—ti’ < (—— 1) |-
Iyl Iyl llyll [yl [yl
Or ||y|]| < 1 donc A < ||z||, ce qui est absurde, d’ou le résultat. O

Proposition 11. Soit (X, ||.||) un espace de Banach.
Pour tout t € R, on a :

Px(t) = sup mf sup ||z +ty|| — 1

r€Bx Ye yE Y

= sup mf sup ||z +ty|| —1

r€Bx Ye yG Y

ou £ désigne l'ensemble des sous-espaces vectoriels fermés de X de codimension finie.

Démonstration. La deuxiéme égalité vient de la proposition précédente.
Il suffit de montrer que, pour tout x € Bx, on a :

inf sup o +ty|| < px(t) +1.
yE Y

Soit € By.
e Siz =0, on a bien 1nf sup ||z +ty|| =t < px(t) + 1.

ye Y

e Supposons donc x 7& O Soit y € Y.

Montrons que la fonction f : s — max(||sx + y||,||sz — y||) est croissante sur R**.
Soit 0 < s; < s9. On peut supposer ||s1z + y|| > ||siz — y]|.

Il existe z* € Sx- tel que x*(s1z + y) = ||s12 + y||.

On a z*(z) > 0 car, si on avait z*(z) < 0, on aurait :

0>22"(s12) =" (six +y+s12—y) =z"(s1x+y)+2"(s12 —y)
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et par conséquent :
[s1z +yll = [ls1z —yll = (=2")(s12 —y) > 2" (512 + y) = [[s12 + y].
On a donc :
f(s1) = s127(x) + 2™ (y) < s227(2) + 27 (y) = 2" (522 +y) < [[s2z + Y| < f(s2)

ce qui assure la croissance de f sur RT*.
En particulier, comme = € By \ {0}, on a m > 1 donc :

inf sup ||x + ty|| = inf sup max(||z + ty||, ||z — ty
o yesyl| | inf sup (I I )

ot el )
YEE yesy ] [z

= inf sup —+tyH

YEgyESy
<px(t)+1

d’ou le résultat. O

Remarque 4. De méme, pour tout t € R™, on a :

Ox(t) = inf sup inf ||z +ty|| — 1.
TESX yeg veY

Proposition 12. Soit X un espace de Banach.
Les applications py et dx sont croissantes.

Démonstration. Soit t € R, h > 0.
Pour tout y € By, 7y € By donc :

sup ||z + ty|| = sup
yEBy yEBy

x4 ( t+h H<sup |z + (t+ h)yll
yEBy

d’ou py(t) < px(t+ h), ce qui conclut.

On montre de la méme maniére la croissante de 0 x. O
Ox(t
Remarque 5. De méme, l'application t € R — % est croissante, ce qui permet de définir
la fonction convezxe suivante :
-
Ox(s
Vi e RY ox(t) = x() g
0 S

) < Ox(t) < 0x(t), dx est équivalente & une fonction

Comme, pour tout t > 0, on a Ox (%

convexe.

Proposition 13. Soit X un espace de Banach.
Les applications py et 0x sont 1-Lipschitziennes.
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Démonstration. Notons £ désigne I'ensemble des sous-espaces vectoriels fermés de X de codi-
mension finie.
Il suffit de remarquer que, pour tous t,h € R™, on a :

0<px(t+h)—px(t) = sup inf sup ||z + (t+ h)y|| — sup mf sup ||z + ty||
zeSx YEE yesy zeSx YEE yesy

< sup inf sup ||z +ty|| +h — sup mf sup ||z + tyl| < h
TESx Ye yeSy I€SX Y yeSy

Ceci montre que le résultat pour py.
De méme,
Ox(t+h) —dx(t) = inf sup inf ||z + (t+h)y| — 1nf sup 1nf |z + ty||
z€Sx yeg yESy
< inf sup mf |z +tyl| + h — mf sup mf sup ||z + tyl| < h
reSX yeg yes X YeEYESY yesSy

et comme :
Va,y € X,Vt,h € R, |lz + (t + h)y|| > ||z + ty|]| — h

on a :

Sx(t) — 0x(t +h) = inf sup inf ||z +ty| — mf sup inf ||z + (t+ h)y||

r€Sx yeg YESY Yeg YESY
< inf sup inf ||z + ty|| — mf sup inf sup ||z +ty||+h <h
TESX yeg YESY X Yeg YESy yeSy
ce qui conclut. O

Remarque 6. On note alors que la fonction py est une fonction d’Orlicz.

Lorsque le dual est séparable, il est plus aisé de calculer ces modules, comme le montre la
proposition ci-dessous.

Proposition 14. Soit (X, ||.||) un espace de Banach dont le dual est séparable.
Pour tous t € [0,1], x € Sx, on pose :

n—0o0

n(t,x) = sup {lim sup ||z + zn|| — 1; (2 )nen C tSx, Ty — O} :
Pour tout t € [0,1], pour tout x € Sx, on a :

n(ta x) = pX(ta T) puis sup 77(75> :L') = ﬁX(t)'

zeSx

Démonstration. Soit t € [0, 1], z € Sx.

e Montrons que n(t,z) < py(t, x).

Il suffit de montrer que, pour tout € > 0, on a n(t,x) < py(t +¢,2) + €.

Soit € > 0, (z,)nen+ C tSx une suite faiblement nulle.

Soit Y un sous-espace vectoriel fermé de X de codimension finie. Comme la suite (2, )nen+ est

faiblement nulle, lim d(z,,Y) = 0 donc il existe ny € N* tel que, pour tout n > ny, il existe
n——+0o0

yn € Y vérifiant ||z, — y,.|| < €.
En particulier, pour tout n > ng, ||y,|| <t+ ¢ d’ou :

vn =g, @+ 2l =1 <z +yall = 1+ flzn =yl <Px(E+e,2Y) +e
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On a donc bien n(t,z) < py(t +¢,2) + €.

e Montrons que py(t,z) < n(t, z).

11 suffit de montrer que, pour tout ¢ > 0, n(t,x) > px(t,z) + €. Soit € > 0.
Par hypotheése, il existe une suite (z),en+ C X* dense dans X*.

Pour tout n € N*, posons Y,, = [ ker(z}), sous-espace vectoriel fermé de X de codimension
j=1

finie.

Par définition, pour tout n € N*, il existe x,, € tSy, vérifiant :

|z 4+ x,|| =1 > px(t,2,Y,) —e > px(t,z) —c.

On note que la suite (z,,),en+ est faiblement nulle d’ou n(t,x) > py(t, x) + €.
Donc, pour tout ¢t € [0, 1], pour tout = € Sy, on a :

n(tvx) = ﬁX(tax) et sup n(t’l‘) = sup ﬁX(t7x) = pX(t)'

TESx r€Sx

O

Remarque 7. e On pourrait montrer de méme que, si X est un espace de Banach dont le dual
est séparable, pour tout t € [0,1], on a :

0x(t) = inf inf {11H_1>1nf |z + 2, — 15 (20)nens C tSx, Tp — 0} .

TESx

n—oo

e Notons que n(t,x) = sup {limsup |z 4 zn|l — 1; () nen C tBx, 1, — O}.

Avec cette remarque, on note que la proposition suivante a été démontrée :

Proposition 15. Soit (X, ||.||) un espace de Banach, x € Sx, (xp)nen C X une suite faible-
ment nulle. On a :
limsup ||z + x| <1+ pyx(limsup ||z,]]).

Pour finir, dans le cas ou X = /,, 1 < p < 400, ou X = ¢y, on connait la valeur explicite
des modules.

Proposition 16. e Soit 1 <p < 400, X =4, t>0. Ona :
prlt) =Dx(t) = (1)1 — 1.
e Pour tout t € [0,1], p,, (1) = e (t) =

Démonstration. e Notons £ 'ensemble des sous-espaces fermés de X de codimension finie,
(en)nen+ la base canonique de X.
Il s’agit de montrer que :

sup inf sup ||z + ty|, < < (1+17)r
TESx Ye& yeSy

et :

(1—|—tp)p < inf sup inf ||z + ty||,.
S XYGgyE
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« Commencons par montrer que sup inf sup ||z + ty||, < (1 + ti”)%
QSESX €€ yGSy
Soit € > 0. Il existe ¢’ > 0 tel que :

(1+ (& +1)P)r < (1+17)> +¢.

B =

o0
Soit x € Sx. Il existe ng € N* tel que < > \xk|p> <g.
k=ng+1

Posons alors Y = Vect{ey, k > no} € £. Pour tout y € Sy, on a :

p

1
no oo P
ot iyl = Sl + (z \xmym)
k=1 k=no+1
P

1

oo P

< ||} + (Z !m!”) +tllyll
k=no+1

<14 (& +1t)°

donc ||z + ty||, < (1 + tp)% + &, ce qui prouve que :

sup inf sup ||z + ty||, < (1 +tp)%‘

zeSx YEE€ yesy

* Montrons ensuite que (1 + tp)P < inf sup inf ||z + ty||,.
r€SX yeg YESY

Soit € > 0. Il existe &’ > 0 tel que :

(I—& +(t=ev)P)p > (1+1)r —c.

[e.o]

Soit x € Sx. Il existe ng € N* tel que Y |zx|P < €'
k=no+1

Posons alors Y = Vect{e;, k > no} € £. Pour tout y € Sy, on a :

[e.e]

no
-+ tylls = "l + D |k + tunl”
k=1

k=no+1
1\ P
P

>1— Y ul+ tllyllp—< > Iﬂfklp)

k=no+1 k=nop+1

>1—c 4+ (t—ev)
donc ||z + ty||, > (1 + tp)% — g, ce qui prouve que :

(1+tp)p < inf sup inf ||z + ty||,.
TESX yeg YESY

e Appliquons la proposition 14.
Soit t € [0, 1[. D’aprés la proposition 14, on a :

Pey(t) = sup n(t, x)

TES¢
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ou, pour tout z € S, :

n(t,x) = sup {limsup |z + Zplloo — 15 (#0)nens C tSey, Tn — 0} .
n—oo

Montrons donc que, pour tout « € S, n(t,x) = 0. Soit x € S,,.

Soit € > 0, (zp)nen+ C tS,, faiblement nulle.

Il existe K € N* tel que, pour tout k > K, on ait |z(k)| < 1—¢. Comme (z,,),en+ est faiblement

nulle, il existe ng € N* tel que, pour tout n > ng, pour tout k € [|1, K|, on ait |z, (k)| <e. On
en déduit que, pour tout n > ng :

|+ 2nlloo — 1 < &
d’ou le résultat par continuité de p,, et la proposition 9. O

Remarque 8. On montre de méme que si 1 < p < 400, (E,)nen+ est une suite d’espaces

o0
vectoriels de dimension finie, alors X = (Z En) vérifie :
n=1 Ly

Pxlt) = 3x(t) = (L+ )7 — 1.

On en déduit en particulier que X est p-AUS et p-AUC.

1.6 Variables aléatoires p-stables

Rappelons que, pour toute variable aléatoire réelle X, la fonction caractéristique de X est
définie par :
Vt € R, ¢x(t) = E(e™¥).

Montrons dans cette partie que, pour tous 1 < p < ¢ < 2, {,; se plonge isométriquement
dans L,,.

Nous aurons besoin du théoréme suivant, dont on pourra trouver une preuve dans [26].

Théoréme 2. Soit (11;)jen+ une suite de probabilités sur (R, B(R), \).
Il existe une suite de variables aléatoires réelles indépendantes (X;)jen+, définies sur l'espace
probabilisé ([0,1], ([0, 1]), N), telle que, pour tout j € N*, X; soit de loi ;.

Remarque 9. C’est a Steinhaus que l'on doit la premiére présentation mathématique rigou-
reuse des suites de variables aléatoires indépendantes.

Nous aurons également besoin du lemme de Lévy, démontré a la page 169 de [1].

Lemme 3 (Lévy). Soit (pn)nens une suite de probabilités sur (R, Z(R),\), F': R — R une
fonction continue vérifiant :

VtER, lim @, (t) = F(t).

n—+00

Il existe une probabilité p sur R telle que ¢, = F.
Grace a ces deux résultats, on peut montrer :
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Théoréme 3. Soit 0 < p < 2.
Il existe une mesure de probabilité p, sur (R, B(R), ) telle que :

Vt e R, ¢, (1) = / e dpy,(z) = e .
R

. . o 00 1—cos(u) +x
Démonstration. e Posons ¢, =p [~ —Z5—du € R™.
—cplt|?

Montrons qu'il existe i, telle que, pour tout ¢ € R, ¢, () = e
Notons X une variable aléatoire réelle, définie sur un espace probabilisé, admettant pour fonc-
tion de répartition la fonction définie sur R par :

p
v W(ﬂ]foo,—l[ + 11 1 oo])-

Pour tout t € R, on a :
-1 itx +oo  itx
_ m(eitxy _ P e P e
ox(t) =E(e") = 5 /OO (—I)P+1dx+ 2/1 xp“dx
“+o00 eitm + efitl‘ —+00 COS(tJ})

d’on, pour tout t € R :

—+o0 . —+o0 1 o
t—ox=1-p [ g [0,
1 t

rp+l ub+1

Pour tout ¢ € RT, posons w,(t) = pj?oo 1;i,°f§“) du. On note que ¢, = tl_i}rél+ wy(t).

Comme la fonction caractéristique de X est paire, on a :
Vi e R, ox(t) =1 — [t[Pw,(]t]).

Introduisons désormais une suite (X;)jen+ de variables aléatoires indépendantes de méme loi

X 4+ X,
que X. Pour tout n € N* si §,, = 1+1+ ,on a:
n /p
L t |t|P t\\" .
( ) g X n% n P 77,% n—00

Le lemme 3 assure qu'il existe p, telle que, pour tout t € R, ¢, () = e—crltl”,

e Si X est une variable aléatoire de loi 1, notons /i, la loi de Y = .- X. On a :
Cp

Vi € R,y () = bx <i> = P

c,l,/p
d’ou le résultat. O

Ce théoréme assure l'existence de variables p-stables, 0 < p < 2, dont la définition est
donnée ci-dessous.
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Définition 12. Soit 0 < p < 2. Une variable aléatoire X est dite p-stable si :
Vt € R, px(t) = e @V
ou ¢, est une constante.
On dit que X est p-stable normalisée si c, = 1.
Ces variables aléatoires ont la particularité suivante :

Proposition 17. Soit 0 < p < 2. Soit X une variable aléatoire p-stable sur un espace probabilisé
(Q,2,1). On a :
(i) Pour tout 0 < q<p, X € Ly(u);

(#0) X ¢ Ly(p)-

Démonstration. Notons p, la loi de X, ¢, la constante associée au fait que X soit p-stable.
Soit ¢ €]0, p|. Pour tout 2 € R*, on a :

1— t u=t|x 1—
/ L= cost) py vl i ot = / L—cos(u) ) i
R+* R+

t1+q ulta

car 0 < g < 2, donc :

— cos(tx)
E(|X|7) = / 2| dpy,(z) = a, //R+* T dtd,up(x)
/R+ th/ (1 — cos(tx))dp,(x)dt

oyt [ (= Rele

1 — e—cptp
_ 1 - -
= a, pres] dt.
R+*
1— efcptp

1 . :
Or o et donc X € L,(p) si et seulement si ¢ < p. O

Nous avons désormais tous les outils pour prouver le théoréme recherché :
Théoréme 4. Pour tous 1 < p < q < 2, {, se plonge isométriquement dans L,,.
Démonstration. Soit (f;);en+ une suite de variables aléatoires indépendantes g-stables norma-

lisées sur [0, 1]. D’aprés la proposition précédente, pour tout j € N*, f; € L.
Notons (e;);en+ la base canonique de ¢, et posons :

Vect{el,zeN*} - L,

7 Z:azez = TAT p;azﬁ
L’application ¢ est bien définie et linéaire. Montrons que c’est une isométrie.
Soit n € N*, a = (ag, -, an)GSgn Zazfl

Par homogénéité, il suffit de montrer que H(p( Ny =1 1. |[hall, = I f1llp-
Or, pour tout t € R, grace a I'indépendance de variables aléatoires, on a :

o) = [T = o (3] =

i=1 i=1

done ép, = ¢p d’ott [|hnll, = [ f1]lp-
On en déduit que ¢ s’étend en une isométrie linéaire de ¢, dans L,, ce qui assure le résultat. [
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1.7 Ultrapuissances et applications

Introduits en 1972 par Dacunha-Castelle et Krivine, les ultraproduits sont aujourd’hui un
outil indispensable dans la théorie des espaces de Banach. Nous ne donnerons ici que les défi-
nitions et propriétés dont nous aurons besoin. On pourra consulter [11| pour plus d’exhaustivité.

On rappelle que la distance de Banach-Mazur entre deux espaces vectoriels normés de méme
dimension finie £ et F' est définie par :

d(E,F) =inf{||T||T7'|l;T : E — F isomorphisme linéaire}.

Commencons par introduire un peu de vocabulaire.

Définition 13. e Soit E, I’ des espaces de Banach. On dit que F est finiment représentable
dans E si : pour tout € > 0, pour tout sous-espace Fy de F de dimension finie, il existe un
sous-espace Ey de E vérifiant d(Ey, Fy) < 1+e.

e On dit qu’un espace de Banach X est super-réflexif si tout espace de Banach finiment repré-
sentable dans X est réflexif.

Définition 14. Soit T un ensemble infina.

e Un filtre sur I est un ensemble .F de parties de T tel que :

(a) ¢ F,1TcF;

(b)VAe F NBeP(Z),ACB — Be.Z;

(c)VA,Be F,ANB € Z.

e Soit F1, .y des filtres sur L. On dit que le filtre %1 est plus fin que le filtre %y si Fy C F.
e On appelle ultrafiltre un filtre maximal pour la relation d’inclusion.

e Etant donnés un espace topologique X et un filtre F sur I, on dit qu’une fonction f: T — X
converge vers £ € X wvia F, et on écrit lijgl f(z) =&, si, pour tout ouvert U de X contenant &,

ona f~1(U) e Z.
L’existence d’ultrafiltres est assurée par le lemme de Zorn et le résultat suivant :

Proposition 18. Soit Z un ensemble infini. L’ensemble des filtres sur L, muni de la relation
C, est inductif.
Par conséquent, pour tout filtre %, il existe un ultrafiltre % plus fin que % .

Remarque 10. Dans un espace topologique séparé, tout point adhérent a un ultrafiltre est la
limite de cet ultrafiltre.

Donnons deux exemples de filtre sur N.

Exemple. (a) Pour tout n € N, on peut définir le filtre %, = {A C N;n € A}.
Dans ce cas, pour toute suite (& )ren d’un espace topologique quelconque X, on a :

VneENVEEX lm&=¢ = & =&

(b) Considérons le filtre #,, = {A C N;3n € N,Vm > n,m € A}. Alors, pour toute suite
(&k)ken d’un espace topologique quelconque X, on a :

VéEe X ljgnszg <— lim ¢, =¢.

n—-+0o
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Définition 15. Les filtres #,, n € N, sont en fait des ultrafiltres, appelés ultrafiltres principaux.
Tout autre ultrafiltre sur N doit contenir %, ce sont les ultrafiltres non principauz.

Définissons enfin les ultraproduits et ultrapuissances d’espaces de Banach.

Définition 16. Soit (E;);cr une famille d’espaces de Banach, U un ultrafiltre sur I.
Llespace loo((E;)icr) = {(xi)ie[ € [] Ei; sup || =]

el el

B, < 400 ¢, muni de :
Ve = (2)ier € loo((Ei)ier), [|z]l = sup i &
1€

est un espace de Banach et son sous-espace N = {x = ()ier € loo((Ei)icr); lizgn ||zi]| = 0} est
fermé.

On définit lultraproduit des espaces (E;)icr comme espace quotient loo((E;)icr)/N, muni de
la norme quotient usuelle. On note (E;)y cet ultraproduit.

Les éléments de (E;)y sont notés (x;)y, et ||(x;)ull = liLI{n l|x:]|-

Un ultraproduit dans lequel tous les espaces E; sont égaux a un espace E est appelé une ultra-
puissance de E, et noté Eyy.

Les principaux résultats liés a cette notion dont nous aurons besoin sont les suivants :

Proposition 19. Soit E un espace de Banach, U un ultrafiltre non principal sur N.
(1) Ey est finiment représentable dans E.

(7i) Notonsig : L (a:u) lingection naturelle et introduisons l’opérateur linéaire continu
u
Eu — E*
Qp (Tp)u — w'— liLI{n Ty

On aQEOiE:HE-

En particulier, si E est complémenté dans E**, alors E est 1-complémenté dans Eyy.

(731) Un espace de Banach F' est finiment représentable dans E si et seulement si il existe un
ultrafiltre non principal U sur N tel que F' soit isométrique a un sous-espace de Fyy.

(1v) Le plongement naturel

(Eu — (Bu)*

I: Eu —- R
(T u = ‘ ;

est une isométrie. Cette application est surjective si et seulement si E est super-réflexif.

Corollaire 4. (i) Un espace de Banach X est super-réflexif si et seulement si tout ultrapuissance
Xy de X est réflexif;
(17) Tout espace de Banach X réflexif est 1-complémenté dans Xyy.

Théoréme 5. Soit X,Y deux espaces de Banach, U un ultrafiltre non principal sur N.
(i) Si X ~Y, alors Xy ~ Yy ;
N L

(17) Si X =Y, alors Xy — Yy ;
CL L
(1ii) St les dimensions de X et'Y sont infinies et que X — Y, alors X — Yy,.
CL L
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Théoréme 6. Soit 1 < p < 400, (2, %, ) un espace mesureé.
Il existe un espace mesuré (¥, %', ') tel que (Ly(1))u = Ly(1').

Pour finir, les ultrapuissances permettent de montrer les deux théorémes suivants.

Théoréme 7 (Ribe, 1978). Soit X,Y deux espaces de Banach vérifiant X — Y.
CL
Alors X est finiment représentable dans Y .

Remarque 11. Cela signifie que les propriétés locales sont préservées par plongement grossie-
rement Lipschitzien.

Théoréme 8 (Heinrich-Mankiewicz, 1982). Soit X,Y deux espaces de Banach, Yo C Y un
sous-espace séparable complémenté de Y .

Supposons que X a la propriété de Radon-Nikodym (notée (RNP)), que Y est complémenté
dans Y** et que X ~ Y.
L

Alors Yy est isomorphe a un sous-espace complémenté de X .
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2 Principe des milieux approchés, graphes de Kalton et
Randrianarivony, applications

2.1 Principe des milieux approchés

Introduisons dans cette sous-partie la notion de milieux approchés et montrons que pour
tout n € N*, pour tous 1 <p; <py- - <p, <r <00, b 5Ly, ®---DYL,.
CL

Commencons par définir les milieux approchés dans un espace de Banach. Cette notion et I'idée
de comparer la "taille" des milieux approchés sont dus & Enflo, dans une preuve non publiée
du fait que ¢; et L ne sont pas uniformément homéomorphes.

Définition 17. Soit (X, d) un espace métrique, (z,y) € X2, § > 0.
L’ensemble des milieux approchés de x ety a d pres est :

Mid(z,y, ) = {z € X;max{d(z,2),d(y,2)} < (1 + 5)d(“; v) } .

Le résultat général concernant les milieux approchés est le suivant :

Proposition 20. Soit (X, ||.||) un espace vectoriel normé, (M,d) un espace métrique, f : X —
M une application grossiérement Lipschitzienne vérifiant Lip (f) > 0.
Pour tous t,e € R™, pour tout § €]0,1[, il existe (x,y) € X? vérifiant :

[l =yl >t et f(Mid(z,y,0)) € Mid(f(x), f(y), (1 + €)9).

Démonstration. Soit t,e € R™, ¢ €]0, 1[.

Il existe & > 0 tel que (1+¢)2(14+8) <1+ (1+¢)d.

Comme [ est grossiérement Lipschitzienne, Lip (f) < 4oo donc il existe s > t tel que
Lip,(f) < (14 ¢') Lip.(f). De plus, par hypothése, Lip.(f) > 0 donc :

1
1+¢&

Lip,(f) < Lipy(f) < Lip_2. (f).

On en déduit qu'il existe (z,y) € X? tel que ||z — y|| > et :

s
1-9

A @) ) = 12

Lip (f)||z — y|| > 5 Lip,(F)llz —yll-

1
(1+¢)
Comme 25 > ¢, il suffit de montrer que f(Mid(z,y,0)) C Mid(f(z), f(y), (1 +€)d).
Soit u € Mid(z,y,6). On a :

1—90 1+0

o< 2=yl = e =l = e — gl < e~y — o — ] < ly
donc :
A(F(0). £()) < Lin, (Dlly — ull < Lip, ()52 e — ]
<1+ 22205 w), 1)
< 0 Rats@), 1)
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De meme, d(f(@). f(w) < T EFEPa(5(w). 1(w). aon fu) € Mia((@). £(v). (1 + )9), ce

qui assure le résultat. O

Dans la suite, nous aurons besoin des deux lemmes suivants.

Lemme 4. Soit p € [1,+00[, (X,)nen+ une suite d’espaces de Banach.

Soit x,y € (Z Xn) , 0 €]0,1], u:x—i—y; v=2"9Y
n=1 4 2 2

Il existe N € N* tel que le sous-espace vectoriel fermé E = {(wn)neN* € <Z Xn) ¥y €|, N||,w; = O}
n=1

lp
vérifie :

u+ 67|v|| Bg C Mid(z, y,0).

Démonstration. @ Cas p=1:

Si p =1, le résultat est clair puisque || — ul| = ||y — u|| = [|v]|.

e Casp>1:

Il existe v > 0 tel que 1 + (67 4+ v)? < (1 + 0)P et il existe N € N* tel que :

ZHvz (1 =vA)ol?; 4 Z v

i=N-+1

x, < VPvll”.

Posons E = [Xj]j>n := {(wn)neN* € X Xn> Vi€ [ILN|],w; = 0}.
n=1 £
Montrons que u + 5v |v||Bg € Mid(z,y,d).

Soit z € (5%||UHBE. Ona:

o0
ot D o=zl

i=N+1

IT © > ° z
<folP+ | { D ulk, | +{ D llailk,
i=N+1 i=N+1

< lol” + (ol + 1217 < 1+ (v + 8777 Jv]|”
< (L+6)ol”

Iz = (u+2)[[" = [lv = 2||P = Z v 1

p

donc ||z — (u+2)|| < (1 +8)|o] = (1 +5)||$ : vl

|z — yl||. On a donc bien :

140
De méme, ||y — (u+ 2)|| < i

1 :
u+ 67||v||Bg C Mid(z,y,9).
[

Lemme 5. Soitn e N*, 1 <p; <--- <p, <00, X = ({,, &Ly, , (x,y) € X?, 5 €]0,1],
r+y Ty

o272

Il existe un compact K C X tel que Mid(x,y, ) C K + 20'/P||v||Bx.
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Démonstration. Pour tout 2 € X, on note z = ((2%))?_, avec, pour tout k € [|1,n]], 2& =

(z]’?)jeN* € (,,. Notons également (e;);en+ la base canonique de cp.
Il existe v > 0 tel que (14 6)P» — (1 —vP) < 2P§ et N € N* tel que :

N
lolP> = " of P < vPn o)
j=1

Posons Fyy = Vect{e;, -+ ,ex} ct, pour tout k € [|1,n|], E® = Vect™ {e;,i > N}. On note que
K :=u+ (1+90)|v|]|Brya-ary est compact. Montrons que :

Mid(z,y,0) C K + 267 ||v|| Bx.

Soit t € Mid(x,y,d). On pose z =t — u. On peut écrire z = 2’ + 2" avec 2’ € Fx @ --- @ Fiy et
2 e EX @ @ EX.
e Montrons que u+ 2’ € K. On a :

[l —yll
lo =2l =llv—u+t]=llz =t < A+0) == (1+3)l]

et :
v+ 2zl = llv—u+t]| =|ly =t < (1 +0)|v]

donc ||| < ||z =3z —v—(v—2)| < (1 +8)|v]|, Pouu+ 2z € K.
e Montrons désormais que ||2”| < 267 ||v].
Pour tout k € [|1,n|], la fonction s € RT — sP+ est convexe donc, pour tout &k € [|1,n — 1|], on

a
o)

[ESUES

i=N+1

vf—f—zf zf—vf P
+
2 2

1
< (" + 2115 + [lv* = 28115)

et :

1) 15 + (=) v <Z|v [+ Z 2517 <ZmaX o7 1775 125 1)
7=1

j=N+1

(o™ + 2" l15n + 1™ = 2"[[57)

l\')l»—t

d’ot, toujours par convexité :
n—1

12717 = NG F I+ 1) B
k=1

Pn
[ e T AN
( Pe )l — (1 =P

(]

2

k=1

1 - k k Pn Pn Pn
<3 (I[o" + 25+ [lo* = 28[[P) — (1 = vP) o]

k=1

1
= o+ 2P + o = 2fP*) = (1 = ™) ol
S (1 + 6)pn v Pn __ (1 _ Vpn)H/U Pn
< 27 6]Jo|[P"

ce qui assure le résultat. O
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Ces deux lemmes et la proposition 20 permettent de montrer le résultat ci-dessous.

Proposition 21. Soitn € N*, 1 < p; < --- < p, < g < 400, (Xj)jen+ une suite d’espaces

de Banach non réduits a {0}, Z = (by, ® - ® Ly, )e,, [ | 2 X — Z une application
j=1

Eq
grossierement Lipschitzienne.

[e.e]
Pour tout t > 0, pour tout € > 0, il existe x € (Z Xn) ,7>t, Ne N, K CZ un compact
n=1 Y
tels que : ’
f(l’ + TBEN) C K+etBy

ot By = (Wn)neN* € <Z Xj) ,Vj € [|17N|]7wj =0
j=1

£y

Démonstration. Soit t > 0, € > 0. On distingue deux cas.
e Cas Lip(f) =0:

Il existe 0 € R** tel que, pour tous z,y € | >, X; | , on ait :
=),
lz =yl =6 = |If(z) = fWI < ellz —yll.
Posons alors N =1, z € §Sx, quelconque, 7 =2t > t, K = {f(z)} C Z compact.
Pour tout z € Bg,, ||z — 72| > ||z1 — 721]|x, = ||z1]|x, = 0 donc :
1f(z+72) = f(2)|| <ellrz| <erT

d'ot f(x +7Bg,) C K +e7By.
e Cas Lip(f) > 0:

1 2t
Il existe 0 > 0 tel que §on e < 4Lipoo((€f)21/p" et s > 51 tel que Lip,(f) < 2Lip(f).

D’aprés la proposition 20, il existe z,y € [ > Xj> tels que :
Jj=1 ¢
|z —yll > s et f(Mid(z,y,0)) C Mid(f(z), f(y),29).

T T —
Posonsu:ﬂetv: y

= 6|y > 51/q§ >t
D’aprés les lemmes 4 et 5, il existe N € N*, K C Z compact tels que :
u+ 7B, = u+ 6Y|v||Bg, C Mid(z,y,?)

ou Eny = (wn)neN*E(ZXj> swp=--=wny=0,p,et:
=t ),

Mid(f(z), f(y),20) C K + (26)/P»

f(@) ~ f)l|Bz.
Or :
(28)17(|f(z) = ()]l < (28)7 Lip (£l — yll < 2Lipo(£)(260)7 |l — y|
= 4 Lip, (f)2/70m 4 |0]|8/1 = 4 Lip, (f)2/75on a7
<er

donc Mid(f(z), f(y),2d) C K 4+ eTByz, ce qui conclut car f(u+ 7Bg,) C f(Mid(z,y,0)). O
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Remarque 12. Notons que la conclusion de la proposition 21 reste valable pour toute norme

équivalente sur | > X;
=),

On peut alors prouver le résultat souhaité.

Corollaire 5. Soitn e N*, 1 <p; <--- <p, < ¢ < +00.
On a :
Zq%gm@”'@gpn-
CL

Démonstration. Supposons qu'il existe un plongement grossiérement Lipschitzien de ¢, dans
(lp, @ -+ DLy, ), - Notons (e, )nen- la base canonique de cqp.
Il existe alors f: €y — (b, @ -+ @ Ly, ), , 0 > 0 tels que, pour tous z,y € {4, on ait :

lz =yl =0 = [lo—yll < [f(x) = fFWl

D’apreés la proposition 21, il existe u € £, 7> 60, N e N*, K C ({,, &--- B Ly, )¢
que :

., compact tels

.
f(u + TBEN> C K + EB(gpl@...@gpn)gpn (*)

avec By = VectH'”q{ei,i > N}.

Pour tout n € N*, on pose u,, = u + Tent, € u + TBg,.

Notons que, pour tous n # m € N*, ||u, — t,|| = 727 > 7.

D’aprés (x), pour tout n € N*| il existe k, € K, v, € B, e-@t,,),, telsque f(un) = kn~+ Zv,.

Or K est compact donc il existe ¢ : N* — N* strictement croissante et k € K tels que

lim kg, = k. En particulier, il existe ng € N* tel que, pour tous m,n > ng, on ait ||kum) —
n—-+0o00

kol < 5-
D’oti, pour tous m > n > ng, comme ||[Up(n) — Upm)|| > 0, on a :

.
tp(n) = Upm)ll < N1f (Up(ny) — f(ttpm)) || = ‘ Koy = Ko(m) + g(%(m - %(wz))H

1
<35 = Sl = weom |

(SN

ce qui est absurde. Donc £, /£, @ --- DL, . O

L

Q

Remarque 13. En particulier, pour tous 1 <p < q < 00, ly % L.
CL

2.2 Graphes de Kalton et Randrianarivony

L’objectif de cette sous-partie est de montrer que ¢,, 1 < p < 400 a une unique structure
de réseau et d’en déduire, grace aux graphes introduits par Kalton et Randrianarivony, que,
pour n € N*, 1 <p; <--- <p, < 4oo vérifiant 2 ¢ {py,--- ,p,}, Uespace {,, & --- & {,, a une
unique structure de réseau.

Le théoreme clé pour ce faire est le résultat ci-dessous.

Pour tout M € [N]*, pour tout & € N*, on munit [M]* de la distance suivante :

va,m € [M]*, d(r,m) = Card{j € [|1, k|]; n; # m;}.
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Théoréme 9. Soit Y un espace de Banach réflexif tel qu’il existe p €1, +oo[ avec la propriété
suiwante : tout y € Y et toute suite faiblement nulle (yn)nen C Y vérifient

limsup [|y + yu[|” < [[yl|” + limsup [ya[[”  (*).
n—oo

n—oo

Soit M € [N]“, k € N*, ¢ : [M]* = Y wune application Lipschitzienne.
Pour tout € > 0, il existe M' € [M]* vérifiant :

diam(p([M']*)) < 2Lip(p)k? + <.

Démonstration. Prouvons le résultat par récurrence sur k£ € N*,
e Pour tout k& € N*, on pose Hj, : pour tout M € [N]*, pour toute fonction ¢ : [M]* — Y
Lipschitzienne, pour tout € > 0, il existe M € [M]¥ et u € Y vérifiant :

v € M, |p(7) — ul| < Lip(p)k + <.

* Montrons que H; est vraie.
Soit M € [N]“, ¢ : M — Y une fonction Lipschitzienne, ¢ > 0.
La suite (¢(n))nem C Y est bornée et Y est réflexif donc il existe M' € [M]¥ et u € Y tels que

li = u faibl t.
newlﬂpioocp(n) u faiblemen

Donc, pour tout n € M, on a :

|[u —@(n)|| < limsup [|p(m) — (n)|| < Lip(¢) x 1 < Lip(p) +¢

meM’—o0
d’ou la véracité de H;.
x Soit k € N*\ {1} tel que Hj_; soit vraie.
Soit M € [N]*, ¢ : [M]* — Y une fonction Lipschitzienne, ¢ > 0.
Comme Y est réflexif, une extraction diagonale assure 'existence de My € [M]* et ¢ : [M]*~1 —
Y tels que :
Vn = (nh'" 7nk*1) € [MO]kilvw_ lim @(nla"' 7nk17nk> :w(ﬁ> ey

niEMo—o00

On note que ¢ est Lipschitzienne avec Lip(1)) < Lip(y).

D=

1 p 1
Il existe n > 0 tel que ((Lip(gp)(k —1)r + ?7) + Lip(gp)p> < Lip(p)k? + 5.

D’aprés Hy_1, il existe My € [My]¥ et u € Y tels que :
) 1 ) 1
Vi e [My]* ', [ () — ull < Lip(¢)(k — 1) + 1 < Lip(@)(k — 1)7 +1.

Fixons désormais 7 = (ny,- -+ ,np_1) € [My]* L. Ona:w— lm  o(ng, - ,np_1,n) = ()
ngEM; —o00

donc, par hypothése :

limsup |lu—@(ny, - n)|[P = limsup [ju =) + @) =@, - e, ) |7

nkGMlﬁOO nkEMlﬁOO

< lu =@ + limsup [[¢(@) = @(na, - -5 g1, )]

ng €M1 —00

< (Liptp)(k = )7 +7)" + (Lip(e) x 1)
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d’ot1, pour tout (ny, -+ ,np_1) € ML) limsup |lu— @(ng, -, ng)||P < Lip(gp)k% + 5.

nEEM;—00
Appliquons désormais le corollaire 1 & la fonction définie par :

b { [Ml]k - R*
L = flu—e@)
La fonction ¢ est bornée car, pour tout m = (ny,--- ,n;) € |M;]*, on a :

o(m) < limsup ||lu— (@) —u+ @(ng, -, ng_1,mg)|| + limsup ||u— p(ng,---

mgEM] —00 mgEM] —00

1€
< Lip(p) x 1 4 Lip(p)k?r + 5

donc, d’aprés le corollaire 1, il existe M’ € [M;]¥ C [M]“ tel que :

v € M [llu — (@) — [lu — ()| <

DN ™

On en déduit que, pour tout m € [M']*, ||¢o(R) — u|| < Lip(gp)k:% +e.
Donc Hj, est vraie.

y Nk—1, mk)”

Le principe de récurrence assure alors que, pour tout k£ € N*, Hy est vraie. Le résultat recherché

s’ensuit immeédiatement.

]

Remarque 14. e On ne peut se passer de I'hypothese de réflexivité. En effet, co vérifie [’hypo-
these (x) pour n’importe quel p €]1,+oo[ mais ne peut vérifier la conclusion du théoréme pour

tout k € N* d’apres le théoreme d’Aharoni.

e D’apres les propositions 16 et 15, pour tout p €]1, +00], £, vérifie les hypothéses du théoréme.

e Soitn >2,1<p < - <p, <oo. Lespace ({, & --- D Ly, )e
hypothéses du théoreme avec p = py.

]

veérifie également les

Démonstration. En effet, montrons le, pour simplifier, pour Y = (¢, & {,),.. p < q.

Soit (y',4%) €Y, ((y},y2))nen+ C Y faiblement nulle.
On a déja :
limsup [ly" + [l < [} + limsup [y, [}

Il suffit alors de remarquer que :

limsup [|ly® + 2|2 = (limsup [ly* +y2[|9)7/¢ < ([|y*[|2+limsup [[y2]|9)”9 < [[y?||2 + limsup [|y2 12

pour conclure.

On déduit de ce théoréme les deux corollaires suivants.

Corollaire 6. Soitn e N*, 1 <p; < - <p, <00, r € [1,+00[\{p1, -+ ,pn}-
Ona:ly by, @ DL,
CL

O

Démonstration. @ Le cas 1 < p; < --- < p, <r a déja été vu dans la partie précédente.

eSil<r<p<---<p,<00:
On pose Z = (b, @ - ® b, )r...
Supposons que £, — Z.

CL
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Il existe alors une application f : £, — Z et une constante C' > 1 telles que, pour tous z,y € ¢,
on ait :

[z =yl 21 = |z =yl <|[f(2) = fFWI < Cllz =yl

On peut écrire f = (f1, -+, fu) avec, pour tout i € [|1,n|], fi : €, — £,.
11
Notons (e;,)nen+ la base canonique de cgg. Soit k € N* tel que k7 »1 > S
L’application définie par :
[N*] — 4,
P -
(nla"' 7nk’) — Zeni
i=1

est 2-Lipschitzienne.
En particulier, pour tout i € [|1,n]], fi o ¢ : [N*]F — £, est 2C-Lipschitzienne. On peut alors,
d’aprés le théoréme 9, construire M,, C --- C My, éléments de [N*]¥, tels que :

Vi € [|1,n|], diam((f; o @) ([M,]¥)) < 6CK" /7.
Or dlam(gp([Mn]k)) — (2k>1/7’ donc :
(Qk)l/r < max GC’kl/pz — 6Ck1/p1

~ 1<i<n
ce qui est absurde par choix de k. D’otu £, & €, @ ---® Y, .
CcL

e S'il existe m € [|1,n — 1|] tel que py, <7 < Prptq
Supposons que £, <= £, @ --- DL, .
CL

Il existe alors une application f : £, — (€, @ --- @ {,, ). et une constante B > 1 telles que,
pour tous x,y € {,., on ait :

le =yl =1 = [le =yl < [If(x) = FW)lle < Bllz =yl

Posons X = (0, & @ Ly,)e,, et Y =(l,, . & @ )..Ona:

Yo,y € 01 f(@) = FW)lloe < (@) = FW)llxar)e, < mYPnlIf (@) = F(y)lo-

Voyons désormais f comme une application de ¢, dans (X &Y, .
Si on pose C = mYP»B, on a :

Vi,y €l lle =yl 21 = [z =yl <[[f(2) = f(H)lle < Cllz —yl|

Ecrivons f = (g,h) avec g : £, — X, h: {, = Y.
Il existe k € N*, § €]0, 1] tels que 3 - 2+ (Cl{mf; + 5) <1
D’aprés la proposition 21, il existe 7 > k, x € £, N € N*, K C X compact tels que :

g(x +71Bg,) C K +07Bx

ou Ey = VectH'”r{ei,z' > N}.
Posons M = {m € N*;m > N} € [N}“, et

i E (i Xj)
j=1 .

k
(ny, - ,ng) +— :E+T/<:*1/T26ni

i=1
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On a g o o([MJ*) ¢ K + §7Bx donc, d’aprés le corollaire 2, il existe My € [M]* tel que
diam(g o o([Mp]*)) < 3d7.
De plus, Lip(h o ¢) < 2/"C7k~Y/" donc, d’aprés le théoréme 9, il existe M/ € [M]* tel que
diam(h o o([M']F)) < 3- 27 CrkPmit .
On a donc : . L
diam(f o p([M']*)) < 3-277 <C’km_; + 5) :
Or diam(p([M']¥)) > 7 donc diam(f o p([M']*)) > 7 d’ot :
<327 (Ckﬁ_% + 5)
ce qui est absurde par choix de d et de k. D’ou ¢, % £,, ® --- B L), O
CL

Remarque 15. En particulier, pour tous 1 < q¢ < p < 400, £, /€, et, pour tous 1 <p < q <
CL
0o, pour tout r € [1,+00[\{p,q}, v & £, ® L.
CL

Corollaire 7. Soit 1 < p < 2.

Il n’existe pas de plongement grossierement Lipschitzien de L, dans £, @ ls.

En particulier, L, n'est pas grossiérement Lipschitz-équivalent (ou uniformément homéomorphe)
at,® Ly

Démonstration. S'il existe un plongement grossiérement Lipschitzien de L, dans ¢, @ {5, alors
d’aprés le théoréme 4, ¢, — £, D ly avec r = 1%2 €]p, 2[, ce qui est absurde. D’ou le résultat. [
CL
Pour prouver I'unicité de la structure de réseau de ¢,, 1 < p < +o00, on pourrait utiliser le
principe de Gorelik (cf [10]). On préfére ici appliquer le corollaire 6. Pour cela, nous admettrons
les deux théoreémes ci-dessous.

Théoréme 10 (Kwapien). Soit X un espace de Banach.
L’espace X est isomorphe a un espace de Hilbert si et seulement st X est de type 2 et de cotype
2.

Théoréme 11 (Johnson-Odell). Soit p €]1, +00[\{2}.
Tout sous-espace de dimension infinie complémenté dans L, qui ne contient aucune copie iso-
morphe de {5 est isomorphe a {,,.

Théoréme 12. Soit 1 < p < +00, X un espace de Banach. On a :

Xn~l, = X >/,
N

Démonstration. Supposons X ~ £,. Alors X est séparable et, d’aprés le théoréme de Riesz, X
N

est de dimension infinie.

e Casp=2:

Commengons par rappeler que le type (de Rademacher) et le cotype d’'un espace de Banach,
définis au début de I'annexe, sont invariants par isomorphismes et hérités par les sous-espaces.
Comme X ~ {5, on a, d’aprés la proposition 4, X e {5 donc, d’aprés le théoréeme 7, X est de
type 2 et de cotype 2. Le théoréme 10 assure alors que X ~ /5.

e Cas p# 2:
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D’aprés le théoréme 5, Xy, ~ (¢,)y et, d’apres le théoréme 6, il existe un espace mesuré (€2, ¥, p1)
L

tel que (€,)y = L,(2, 3, ).
En particulier, comme X est séparable, que L,(1) a RNP et que X — L,(x), on sait que X
L

est isomorphe & un sous-espace de L,(u). En particulier, X est super-réflexif donc, d’apres la
proposition 19, X est complémenté dans Xy ~ L,(u).
L

Appliquons désormais le théoréme 8. On a : X est un sous-espace séparable complémenté dans
Xu, Xy est réflexif donc complémenté dans X", L,(1) a RNP et Xy ~ L, (1) done, d’aprés le
L

théoréme 8, X est isomorphe & un sous-espace complémenté de L, (u).

Comme X est séparable, on en déduit (cf [29], p.9) que X est isomorphe & un sous-espace
complémenté de L,,.

Or, d’aprés le corollaire 6, X ne contient aucune copie isomorphe de ¢, donc, d’aprés le théoréme
11, X ~ ¢, O

On peut alors prouver le théoréme suivant :

Théoréme 13. Soitn € N*, 1 < p; < -+ < p, < 00 vérifiant 2 ¢ {p1,--- ,pn}, X un espace
de Banach. On a :
X?Vdépl@---gaﬂpn = Xo/{, @ DL,

Démonstration. Montrons le résultat par récurrence sur n € N*. Le cas n = 1 a été vu dans le
théoréme précédent. Pour simplifier les notations, on montre I’hérédité n — n + 1 avec n = 2.
Posons Y =¢,, ®¢,,. Comme X ~Y ona:

N

Xu > Yu = Ly, (jf11) © Ly, (fi2)

avec fi; et fiz des mesures définies respectivement sur des espaces mesurés (£21,%1) et (g, 3s).
En particulier, X est super-réflexif et X est 1-complémenté dans X;;. On en déduit alors, comme
dans la preuve du théoréme précédent, grace au théoréme 8, que X est isomorphe a un sous-
espace complémenté de Ly, (fi1) & Ly, (fi2). Comme X est séparable, on en déduit que X est
isomorphe a un sous-espace complémenté de L,, & L,,. Notons J un tel isomorphisme.

e Cas 2 < pg:

Notons S; la projection naturelle de Ly, (fi1) @ Ly, (fi2) sur L,, et Sy la projection naturelle de
L, (fu1) ® Ly, (fiz) sur L,,. D’aprés le corollaire 6, f» ¥+ Y donc X ne contient aucune copie

CcL
isomorphe de ¢5. D’aprés un résultat de Johnson (cf [4], Théoréme F.2), S;J se factorise a

travers £, et SyJ se factorise a travers ¢,,, c’est-a-dire qu’il existe Ry : X — £, Ry : X — {,,,
Sy ly, — Ly et S0, — L,, vérifiant S1J = S{R; et SyJ = S4Ry. Donc J se factorise a
travers ¢, @ {,,. En effet, les applications

R:{X = Ay Ol .{fpl@@@ = Ly, @ Ly,
xr = (R1x7R2$) (muy> = (S{x,Séy)

vérifient J = SR. En particulier, Iapplication R est injective donc X ~ R(X).

On en déduit que X est isomorphe & un sous-espace complémenté de ¢, @ ¢,, : si on note
Q: L, ® L, — J(X) une projection linéaire continue, alors P = Ro J ' o Q oS est une
projection linéaire continue de ¢, & £, sur R(X).

D’apreés le corollaire 3.7 de [7], on a X ~ ¢, ou X ~{,, ou X ~ {, @& {,,.

Or, si X ~{,,, d’aprés le théoréeme 12, on a ¢, ® ¢,, >~ ¢, , ce qui est impossible.

En effet, si £, @ ¢,, ~ {,,, alors ), est isomorphe a un sous-espace de ¢,, donc, d’aprés le
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théoréeme de Pelczynski, ¢, contient un sous-espace complémenté isomorphe a ¢,,. Toujours
d’aprées le théoréme de Pelczynski, comme tout sous-espace complémenté de ¢, de dimension
infinie est isomorphe a ¢,,, on a ¢,, ~ {, . ce qui est impossible d’aprés le théoréme de Pitt (cf
[1]).

Donc X # ¢,,. De méme, X 2 {,,, d’ou le résultat.

e Cas py < 2:

Notons ¢; > 2 et go > 2 les exposants conjugués de p; et p, respectivement.

On note alors (cf [1], Propriété A.5) que X* est isomorphe a un sous-espace complémenté de
th @ LQ2'

Montrons que X* ne contient aucune copie isomorphe de ¢5. Supposons qu’il existe Z C X vé-
rifiant Z ~ ¢,. Comme X* est de type 2 (car L,, & L,, est de type 2 d’aprés le théoréme 6.2.14
de [1]), le théoréme de Maurey (cf [1], Théoréme 7.4.8) assure que Z est complémenté dans X*.
Or X est réflexif donc Z* est complémenté dans X, d’ou X contient une copie isomorphe de
{9, ce qui est absurde.

Donc X* ne contient aucune copie isomorphe de /5 et, comme dans le cas précédent, X* ~
Uy, @ Lg,, d’out le résultat.

e Cas p; <2< py:

Posons S : L, & L,, — L,, la projection naturelle. D’aprés le résultat de Johnson cité pré-
cédemment, SoJ : X — L,, se factorise a travers ¢,, puisque X ne contient pas de copie
isomorphe de f5. On en déduit, comme dans la preuve du premier cas, que X est isomorphe a
un sous-espace complémenté de L, & ¢,,. Or L,, et ¢,, sont incomparables (s'il existe E C Ly,
et I’ C {,, sous-espaces de dimension infinie vérifiant £ ~ F', alors E est de cotype 2 et ¢, C F,
d’apres le théoréme de Bessaga-Pelcynski, donc F' est de cotype plus grand ou égal a po, ce qui
est absurde car p, > 2) donc, d’aprés le théoréme d’Edelstein-Wojtaszcyk, X ~ F & G, avec F
un sous-espace complémenté de L, et G un sous-espace complémenté de £, .

D’apres le théoreme de Bessaga-Pelczynski, G ~ ¢, ou dim(G) < oo; et, d’aprés le théoréme
11, F >~ {,, ou dim(F') < +o0.

On a donc X ~ /¢, ou X ~/{,, ou X ~ /¢, @/,. On en déduit le résultat comme dans les cas
précédents. O

Remarque 16. Si2 € {p1, - ,pn}, on ne sait pas si le résultat reste vrai.

Déduisons également de ce qui précede le corollaire ci-dessous :

Corollaire 8. Pour tout p € [1,4+00[\{2}, €,({2) /> £, B {s.
CcL

Démonstration. Pour tout ¢ € N*, notons (e; ;)jen+ la base canonique de la i-iéme coordonnée
de £,(43).

e Cas 2 < p< +oo:

Supposons que £,({5) oy l, & L.

Il existe alors f: £,(ls) = £, ® 3 et C' > 1 tels que, pour tous x,y € £,({2), on ait :

le =yl =21 = lz—yll < [f(z) = FWI < Clle —yl.

On peut écrire f = (g, h) avec g : {,(ly) — £, et h: £,(ly) — Ls.

Il existe k € N*, § €]0, 1] tels que 3\/§(Ck%_% +4) <1

Comme p > 2, d’aprés la proposition 21, il existe 7 > k, x € {,({3), N € N*, K C {5 compact
tels que E = Vect{e; ;;i > N,j € N*} vérifie :

g(ZL’+TBE) C K+5TB€2.
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ek = ()

P :
osons ¢ { (i, ,ng) = x4+ Tk_%(€N+1,n1 + 4 enting)

* Pour tout (ny,--- ,ng) € [N*J* |lens1m, + -+ eniinll = vk donc gop([N*]F) € K +67By,
d’otr, d’apreés le corollaire 2, il existe M, € [N*]“ tel que :

diam(g o p([Mo]*)) < 307 < 3v/267.
* De plus, Lip(ho¢) < C7k=2+/2 done, d’aprés le théoreme 9, il existe M € [M]* tel que :
diam(h o o([M]¥)) < 3v2CTk» 2.

* On en déduit que diam(f o p([M]*)) < 3\/57'(6%%_% +0).
Or diam(p([M]*)) = v2k7 > 7 donc

7 < diam(f o p([M]*)) < 3v2r(Ckr 2 +4)

ce qui est absurde par choix de ¢ et de k. Donc £,,(ls) ¥ €, & (5.
CL

eCas1<p<2:
Supposons que £,({y) < £, & ls.
CL

Il existe alors f: £,(ls) — £, ® {3 et C' > 1 tels que, pour tous x,y € £,({2), on ait :

le =yl =21 = |z —yll < [f(z) - fFWI < Clle =yl

On peut écrire f = (g, h) avec g : {,(ly) — £, et h: £,(ly) — Ls.
Il existe k € N*, § €]0, 1] tels que 3(\/50/{5%_% +9) < 1.

I k
Posons Y = Vect{e; ;;i < k,j > 1} = <@ &) et
i=1

ZP
T 3 O
‘P5{Y1 k o b ou Y, = yl,):l S?Tsé sin=>0k+7r0<r<k-—1.
(y>7y) = (yn)nEN* Up sir=20

L’application ¢ est un isomorphisme linéaire et 1) = go ¢! : fy — £, est une application
grossiérement Lipschitzienne donc, comme p < 2, d’aprés la proposition 21, il existe u € fs,
" > ||¢|lk, N' > k+1, K C {, compact tels que :

w(U‘f‘T/BEN,) C K+ ||77'/ng

J
I

ou By = Vect£2{e;,i > N'}, (€})ien+ désignant la base canonique de /5.

Posons 7 = @ >ky=9u) €Y, N=|Y¥]+1et E=Vect{e,;;i < k,j > N}.

Montrons que y +7Bg C ¢ '(u+7'Bg,,) =y + 7'¢ ' (Bg,, ).

Soit (y*,--- ,y*) € 7Bg. On a ||lo(yt, -+ ,v")|l2 < |lollr = 7 et, si n = bk +r < N’ avec

0<r<k—1,b< N,ona:

F=0 ir=20
Yn = Yo S%T car b+ 1< N.
Ypor =0 sir#0
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Donc y +7Bp C ¢ '(u+7'Bg,,) =y+17¢ (Bg,,), dou g(y + 7Bg) C K 4 67B,,.
Posons M = {j € N*;j > N} € [N et

k
(n17”' Jnk) ~ y—i_Tkl_l/pZei,m ‘
=1

1=

Notons que Lip(¢) = v/27k~/? et Lip(h o ¢) < Cv2rk™ /7.

De plus, comme go ¢ : [M]¥ — K + 67B,,, le corollaire 2 assure qu’il existe My € [M]* tel que
diam(g o ¢([My]*)) < 37.

Le théoréme 9 assure quant a lui qu’il existe M’ € [M]“ tel que :

diam(h o 6([M'")) < 3V2CTH? 7.
On en déduit que :
7 < diam(6([M1")) < diam(f o 6([M1")) < 3(5 + 20k ")

ce qui est absurde par choix de § et de k. Donc ¢,(¢3) > €, & . O
CL

Terminons cette partie par une généralisation du théoréeme 9, qui nous servira plus loin et
qui fait intervenir différents outils introduits dans la premiére partie de ce mémoire.

Soit (ax)ren+ C RT™. Pour tout M € [N]“ et pour tout k£ € N*, dans la fin de cette partie,
on munit [M]* de la distance suivante :

k
va,m € M*, dm,m) = > aj.
Jj=1

njFAm;

Notons qu'une fonction f définie sur [M]* & valeurs dans un espace vectoriel normé est Lip-

schitzienne si et seulement si elle est bornée.

Théoréme 14. Soit X un espace de Banach réflexif, k € N*, M € [N]*, ¢ >0, f: [M]* - X
une application Lipschitzienne.
Il existe M € [MI]“ tel que :

diam(f([M']")) < 2eLip(f)ll(ar, -+, ax)lle;, + <.

Démonstration. Pour tout ¢ € R, on pose N;(t) = |t|. Définissions une norme sur R? en posant,
pour tout (£,7) € R? :

Ny(&,m) = sup inf sup ||{x +ny|| =
zeSx FEE€ yeBy

{|§|ﬁx (f)+1el sieo0

ul si{=0

ou & désigne I’ensemble des sous-espaces vectoriels fermés de X de codimension finie.

On a Ny(0,1) = Ny(1,0) = 1 et, d’aprés la proposition 11, pour tous (&,1m1), (&2,72) € R?, on

a .
&l <&l Im| < |n2l = Na(&,m) < Na(62,m2).

39



Pour tout k > 3, définissions une norme sur R* par récurrence en posant :

v(fla' e 75]4:) € RkaNk(gla te 75]6) = N2<Nk—1(§la T 76]{2—1)76’6)'

e Pour tout k& € N*, posons H}, : pour tout M € [N]“, pour tout € > 0, pour toute f : [M]* — X
Lipschitzienne, il existe M’ € [M]“ et u € X tels que :

i € [M]", || f(7) — w)l| < Nilar, -+, ax) Lip(f) +&.

* Montrons que H; est vraie.

Soit M € [N]“, ¢ > 0, f : M — X Lipschitzienne.

L’espace X est réflexif et la suite (f(n)),em est bornée donc il existe My € [M]“ et u € X tels
que la suite (f(n))nem, converge faiblement vers u. On a alors :

Vn € M, || f(n) —ul < lim sup 1f(n) = f(m)|| < Lip(f)ar < Ni(ar) Lip(f) + ¢
m 0—00
donc H; est vraie.
x Soit k € N*\ {1} tel que Hy_; soit vraie. Montrons Hy.
Soit Ml € [N]*, & > 0, f : [M]* — X Lipschitzienne.
Grace a la compacité faible donnée par la réflexivité de X et une extraction diagonale, il existe
My € [M]” et f: [M]*! = X tels que :

V= (ny, - ,ngp_1) € [Mo]k_l,w — lim  f(ny, o g1, nk) = f(ﬁ)
niEMo—o00

L’application f est Lipschitzienne avec Lip(f) < Lip(f) donc, d’aprés ’hypothése de récurrence,
il existe Ml; € [Mg]* et u € X tels que :

x 7 €
Vi € ML) 1 f(R) — ull < Lip(f)Nea(an, -+ aka) + 5
Le corollaire 1 assure alors l'existence de M’ € [M;|* C [M]¥ vérifiant :

1f@) —ull = [Ifm) —ul | <= ().

va,m e [M]F, 5

Pour tout 7 = (ny, -+ ,ng_1) € [M]*71 on a alors :

limsup || f(nr,---ng) =l = limsup [|f(@) —u+ fln,--- ) — f@)]

np M’ —o0 nEM’' =00
< 8 (17m) — ., mnsup (£, o) — ).
niEM’'— o0
Or, pour tout @ = (ng,--+ ,ng_1) € M']*~1 on a :

limsup [|f(ny,- ,m)=f(@)] < limsup limsup [|f(ny,- m)=f(n, - mi)| < Lin(f)ax

niEM’'—o00 niEM/'—o00 mi M/ — o0

d’ott, pour tout @ = (ny, -+ ,ng_1) € [M']F1:

9
lim su ni,---ng) —ul| < Li No | Ne_1(ay, -+ ,ak_1) + — ,a
timsup [, m) =l < LN (Nics(on 1) + 5o

IT 9
< Lip(f) (N 2(Np—1(ar, -+, ag—1), ax) +

2Lip(f)

N(l,O))

= Lip(f)Nk(ah T 7a’k> +

DN ™
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Déduisons alors Hj, de cette observation.
Pour tout 7 = (ny,- -+ ,ng) € [M']¥, par (x), on a :

_ £
Vi > ny—y, [|f(7) = ull < |l f (1, i i) =l + 5

d’on [[f(m) — w)|| < Ni(ay,- -, ax) Lip(f) +¢.

Donc H;, est vraie.

Le principe de récurrence assure que, pour tout k& € N*, Hy est vraie.
e Soit £ € N*. D’apres le lemme 2, comme C;, > 1, on a :

v(gla e 751&‘) € Rk?‘]\[k(gla' o agk) S 6”(517' o agk)HfﬁX

d’ou le résultat.
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3 Article de Kalton

3.1 Premiéres définitions et propriétés

Cette sous-partie est dédiée a I'introduction de différentes notions : les modules de lissité et
de convexité, plusieurs propriétés d’approximation, les propriétés (m,) et (m,) et, pour finir,
les modéles étalés.

3.1.1 Modules de lissité et de convexité

Commencons par introduire les modules de lissité et de convexité.

Définition 18. Soit X un espace de Banach.
e Le module de lissité de X est application définie par :

V1 > 07 pX<7') = sup { ||x s yH ; ||x — yH

_ {Hx+y\| + [z —yl
= sup

—1;ZEESX,yETSX}

5 —1;xEBX,y€TBX};
e Le module de convexité de X est 'application définie par :

ve e 0.2 ax(e) =t {1 - L0 o) € oy =<

:inf{l — M;(w) € B, lz—y| > 8}-

Définition 19. Soit p € [1,2], q € [2,4+00[, X un espace de Banach.
e On dit que X est p-uniformément lisse s’il existe C' > 0 vérifiant :
V1 >0, px(1) < CTP

e On dit que X est g-uniformément convexe s’il existe une constante C' > 0 vérifiant :

Ve € [0,2],0x(e) > Cel.

Dans [2], on pourra trouver une démonstration du résultat suivant :

Proposition 22. Soitp € [1,2], p’ son exposant conjugué, q € [2,+oo[, X un espace de Banach.
(i) L’espace X est p-uniformément lisse si et seulement s’il existe C' > 0 vérifiant :

c x2 1zt ullP +lle = yl”

V(z,y) 5

< [lzlI” + CPlly[l*;

(i7) L’espace X est g-uniformément convexe si et seulement s’il existe C' > 0 vérifiant :

[z +yllP + llz —yll”.

Via.y) € X ) + o7yl < EHUTY ,

(1ii) L’espace X est p-uniformément lisse si et seulement si X* est p'-uniformément conveze.
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3.1.2 Diverses propriétés d’approximation

Introduisons désormais les propriétés d’approximation que nous utiliserons par la suite.

Définition 20. Soit X un espace de Banach séparable.
e On dit que X a la propriété d’approzimation (AP) si, pour tout sous-espace K C X compact,
pour tout € > 0, il existe un opérateur T : X — X de rang fini tel que :

Vo e K, ||[Tx — x| <e.

e On dit que X a la propriété d’approximation bornée (BAP) s’il existe une suite bornée
(T nens d’opérateurs de rang fini de X dans X telle que, pour tout x € X, lim T,z =z.

n—-+4o0o

o Une suite bornée (T, )nen+ d’opérateurs de rang fini de X dans X telle que, pour tout x € X,

lir+n T,x = x et, pour tout n < m, T, T,, =T,, est appelée une suite approximante sur X.
n—-+00

e On dit que X a la propriété d’approzimation métrique (M AP) s’il admet une suite approxi-
mante (1},)nen+ vErifiant lirf |7, = 1.
n—-+0oo

e On dit que X a la propriété d’approrimation métrique commutative (CMAP) s’il admet une
suite approximante (T,,)nen vérifiant liril |T.]| =1 et, pour tous n,m € N*, T,,T,,, = T, T,,.
n——+0oo

e On dit que X a la propriété d’approximation uniforme (UAP) s’il existe une constante C > 0
telle que, pour tout m € N*, il existe n € N* tel que, si F' est un sous-espace de X de dimension
m, on puisse trouver un opérateur T : X — X wvérifiant rg(T) <n, |T|| < C et Tip = Idp.

On utilisera les résultats suivants, dont on pourra trouver une démonstration dans le cha-
pitre 7 du premier volume de [15] :

Théoréme 15. Tout espace dual séparable avec (AP) a (M AP).
Théoréme 16. Tout espace de Banach séparable avec (M AP) a (CMAP).

En combinant ces deux résultats avec le théoréme 4.9 de [15], on obtient :

Théoréme 17. Soit X un espace de Banach réflexif et séparable, ayant la propriété (AP).

Il existe une suite approrimante (T, )nen+ sur X telle que, pour tout x € X*, lirf Tra* = a*
n——+0oo

et, pour tous n,m € N*, T,'T,, =T,,'T,,.

3.1.3 Propriétés (m,) et (m,)
Les propriétés (my) et (m,) sont définies de la fagon suivante :

Définition 21. Soit X un espace de Banach séparable, p €]1,400].
e On dit que X a la propriété (m,) si, pour tout x € X, pour toute suite (x,)pen+ C X
faiblement nulle, on a :
lim ||z + z,|” = ||z||P + lim |z,|?
n—-+oo n—-+00

des que les limites existent.
e On dit que X a la propriété (m,) s’il existe une suite (E,)nen+ d’espaces vectoriels de dimen-

o
sion finie telle que X soit isomorphe a un sous-espace fermé de | > E,

n=1 Y
P
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Remarque 17. On note que, si lespace X a la propriété (my), alors il admet une norme
équivalente avec laquelle il a la propriété (my).

On dispose de la caractérisation suivante de la propriété (m,), 1 < p < +oo (cf [16],
Proposition 2.11) :

Théoréme 18. Soit 1 < p < 400, X un espace de Banach réflexif séparable.
L’espace X a la propriété (my,) si et seulement si (X est isomorphe & un espace p-AUS et X
est isomorphe a un espace p-AUC).

3.1.4 Modéles étalés

Introduit par Brunel et Sucheston dans les années 70, le concept de modéle étalé s’avére
tres utile en théorie des espaces de Banach. Nous nous contenterons ici de définir rapidement
les modeéles étalés et de citer deux résultat que nous utiliserons par la suite (cf [1] et [3]).

Définition 22. e Soit (X, ||.||) un espace de Banach. Une suite (x,)nen C X est dite étalante
st :

Vn e N* VI <p <py <---<p, € N V(ay, - ,a,) € R,

n n
E ajij E Cljij
j=1 =1

e Le terme espace de suites désigne le complété S de coy avec une norme ||.||s telle que les
vecteurs de base (e,)nen+ soient de norme 1.
e Un espace de suites S est dit étalé si la base canonique (e,)nen+ de S est étalante.

Grace a la théorie de Ramsey, on peut prouver le résultat suivant :

Théoréme 19. Soit (X, ||.||) un espace de Banach, (x,)nens C X une suite normalisée telle
que {z,,n € N*} soit non relativement compacte.

Il eziste une sous-suite (Tn, )ren+ de (Tn)nen+ et un espace de suites étalé (S, ||.||s) tel que, si
M = {ng, k € N*}, on ait :

lim
(p17"' 7p7")€[M]T

T I
E :ajifpj E :ajej
j=1 j=1

L’espace de suites étalé (S, ||.||s) est appelée modeéle étalé associé a (x,,)nen+-

S

Nous admettrons les deux théorémes suivants concernant les modéles étalés.

Théoréme 20. Soit X un espace de Banach, (x,)nens C X une suite étalante, S le modéle
étalé associé o (Tp)nen-
L’espace S est finiment représentable dans X .

Théoréme 21. Soit X un espace de Banach, (x,)nens C X une suite étalante, S le modéle
étalé associé o (Tp)nen-
Si () nen+ converge faiblement vers 0 dans X, alors la base (e, )nen+ de S est 2-inconditionnelle.

Pour finir, définissons les propriétés p-Banach-Saks et p-co-Banach-Saks, p €]1, +o0].
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Définition 23. Soit (X, ||.||) un espace de Banach ne contenant pas (1, p €)1, 4+00].
e On dit que X a la propriété p-Banach-Saks s’il existe une constante C' > 0 telle que, pour
tout modeéle étalé (e;)jen- d’une suite normalisée faiblement nulle, on ait :

k
>0
=1

i.e il existe une constante C' > 0 telle que toute suite normalisée faiblement nulle (x,)pens C X
admette une sous-suite (Tn,)jen+ vérifiant :

Vk € N*, < COkv

S

Vk € N*,Y(ny, - ,ng) € [N]F, < C'kv.

k
g T,
J=1

e On dit que X a la propriété p-co-Banach-Saks s’il existe une constante ¢ > 0 telle que, pour
tout modéle étalé (e;);en+ d’une suite normalisée faiblement nulle, on ait :

k
>
j=1

i.e il existe une constante ¢ > 0 telle que toute suite normalisée faiblement nulle (xy)pen C X
admette une sous-suite (r,,)jen+ vérifiant :

1
> ckr
s

Vk € N7,

k

E Tn;

Jj=1

Vk € N* ¥(ny,- -+ ,ng) € [N]*, > kv,

0
3.2 Unicité de la structure de réseau de (Z Eﬁ)
n=1 lp

L’objectif de cette sous-partie est de montrer que, si un couple (p,r) €]1,+oo[*> vérifie
o

p < min(r, 2) ou p > max(r, 2), alors 'espace (Z o admet une unique structure de réseau.
n=1

&y
Pour cela, nous aurons besoin d'un certain nombre de résultats.

Commencons par la définition d’une variante de dy et I'introduction d’une notation.

Définition 24. Soit X un espace de Banach. Pour tout t € R*, on pose :

. | (et tyl + ety
Ov(t) = inf f -1
x(t) = inf sup { 5

ou £ désigne l'ensemble des sous-espaces fermés de X de codimension finie.

Remarque 18. e On montre comme dans la partie 1.5 que, pour tout t € RY, on a :

dx(t) = inf sup inf {““t?JH +lz —ty]| 1}'

2€SX pee veEE 2
lyl>1

e Comme pour 8y, la fonction t € RY* — est croissante donc dx est équivalente a une

Ox ()
) t
fonction conveze.

e On note que dx < dx.
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Notations 5. Soit X un espace de Banach. Pour toute suite bornée (r,)nens C X, on note :

Sep(Zp)nens = Inf ||z, — x|

n#meN*

Commencons par énoncer deux lemmes.

Lemme 6. Soit X un espace de Banach, (u,v) € X? tel que ||lu —v|| = 1.
Supposons que, pour toute suite bornée (x,)nen C X et pour tout v > 0, il existe m € N*
vérifiant : )

[t = Tl + [[v = @] > 14 0x (Sep(@n)ner+) — v.

Alors, pour toute suite bornée (x,)nens C X, on a :
lirn_>inf(||u — Tl lv—zn]) > 1+ 5X(Sep(xn)n€N*).
Démonstration. Soit (y,)nen+ une suite bornée. Posons ¢ = Sep(y,, )nen-- 1l existe une sous-suite
(Zn)nen+ de (Yn)nen- telle que :
i (| — | + [0 = gol) = T ([ = 2] + o = 2]
On veut montrer que :
Vv > 0,YN € N, 3n > N; |ju— 2| + v — 2| > 14 6x(t) — v

Or, pour tout v > 0, pour tout N € N*| la suite (2y_1.4n)nen+ €st bornée done, par hypothése,
il existe m € N* vérifiant :

lu = 28 —1eml| + 10 = 2n—15mll > 1+ 0x(Sep(zn—14n)nen) — v > 1+ 0x(t) — v
ce qui assure le résultat. O

Lemme 7. Soit X un espace de Banach, E un sous-espace vectoriel de X, v > 0,t >v, v € X
vérifiant ||z|| >t et d(x, E) < §.
Il existe z € Sg et T >t tels que ||z — 72| < v.

Démonstration. Par hypothése, il existe y € E tel que ||z —y|| < 5. Si [|y|| > ¢, on a le résultat
donc on peut supposer |ly|| < t. Notons que :

v
t2 |yl = llzll = llo =yl >t = 5.

Posons alors :

v v L4
= — t——) }0,—}, k=—2 —>0etz=(1+klyckE.
r=llyll - (t-5) €]o.5 a2 Oete =1k
On a
t
“Z”:t_%r—rwﬂy”:tﬂ’ﬂet ||$—Z||§||ﬂf—y||+||y—2||<g+g:u
d’ou le résultat. O

Ces deux lemmes permettent de démontrer la proposition suivante.
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Proposition 23. Soit X un espace de Banach, (u,v) € X? tel que |[u —v|| =1, (2,)nen- C X
une suite bornée, t = Sep(Ty)nen+- On a :

lim inf([lu — ]| + [Jo = 2a])) 2 1+ 3x(0).

Démonstration. Soit v €]0,t[, (z,)nen C X une suite bornée. D’apreés le lemme 6, il suffit de
montrer qu’il existe m € N* tel que :

lu =zl + v — || > 1+ 0x(t) — v

Par définition de dy (1), il existe un sous-espace vectoriel F de X de codimension finie tel que,
pour tout y € E vérifiant [|y|| > 1, on ait :

lu — v+ tyll + flu—v =ty
2

> 1+ dx(t) —

* Montrons qu'il existe n # m € N* tels que d(z,, — z,, &) < 4.

Il existe un sous-espace F' de X de dimension finie tel que X = E'® F et une projection linéaire
continue P : X — F de X sur F.

Supposons par ’absurde que, pour tous m # n € N*, pour tout y € E, on ait ||z, —z,—y|| > ¥

Alors, pour tous m # n € N, ||P(x,,) — P(x,)|| > %, ce qui est impossible car, d’aprés la

théoréme de Bolzano-Weierstrass, (P(z,))nen admet une sous-suite convergente.
Donc il existe n # m € N* tels que d(z,, — z,, E) < 4.
* D’aprés le lemme 7, il existe z € Sg, 7 >t tels que ||z, — x, — 72| < 5. On a alors :

v 1 v
Hu—v—i-TzH——)+—<||u—v—TzH——>

1
Sl = v+ = )l + = 0 = (0 — 7)) > ) +5 .

= l\'Jli—‘l\-'H*—‘

(
=5

ool e )
u—v z 5 \|[u—v—tye 5
>

donc :
1 1
SUle = zmll + v = zmll) + 5 (lu = 2all + lv = za])
1 1
= 5w =l + o = 2wl + 51w = ]l + o = 22
Zl—l—gx(t)—y
d’ou :
= @l + [0 = 2l > 14+ 8x(8) = v 0 u = @l + 0 = 2ll > 14 () = v
ce qui conclut. O

Prouvons désormais le résultat ci-dessous concernant les suites sous-additives.

Lemme 8. Soit (uy,)nens C RT une suite sous-additive (i.e tpypn < Uy, + U, pour tous m,n €
N*).

. Up Up,
La suite | — converge vers inf —
N / neN* neNs m
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Démonstration. Posons @ = inf —. Soit £ > 0.
neN* n

u €

Par définition de «, il existe p € N* vérifiant o < 2 < o + 5 Il existe également ng > p tel

max 1, b
1<j<p—1

IN

€
que, pour tout n > ng, on ait 5
Soit n > ng. Il existe k € N* et r € [[O,p 1|] tels que n = kp + r. Par hypothése, on note que
un, < kuy + u,. On a alors :

U u (g Ui
<_< up—i——rg—p—i—Lga—i—g
n kp+r n P n
d’ou le résultat. O]

Grace a ce résultat, on peut prouver le lemme suivant :

Lemme 9. Soit (X, ||.||) un espace de Banach, (e;);en+ un modéle étalé d’une suite normalisée
(n)nent, (€;)jen une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi de Rademacher.
Pour tout k € N*, on a :

k

¢

Jj=1

<3

Z 1j eJ

De plus, si X est super-réflexif et que la suite (x,)nen est faiblement nulle, pour tout k € N*,

sup
(e k) €{—1,1}F

S

on a:
k k
E €; S 2E E €j€j
Jj=1 S j=1 S
Démonstration. e Montrons que, pour tout k € N*, sup Z n;€;
(7717 77716)6{ 1 1}k J=1 S S
k
Pour tout k& € N*, posons ay = || > €,
i=1
* 2 2z ~ . 2 S
Les propriétés des modeles étalés assurent que :
K+l k+l
Vk,l € N* apq = + E e g el = ar +a.
j=k+1 g g Mi=kr1 lg
) N s . (679
D’aprés le lemme précédent, on a donc lim — = 6, avec 0 = 1nf —
n—+oo 1 neN* 1
Pour tous [, k,m € N*, on a :
1 k+ml k+dl
i+ — E eill = E e+ — E 5 €;
m J J J
j=k+1 s d 1 j=k+(d—1)I+1 g
k4l
= g 6]+—><m>< g ejll = gy
Jj=k+1 s
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donc :

k k+ml

k ml
1 1 1
= = |13 el == el =D el — > e
m =1 g Tl =1 g m o s
k 1 k+ml
< Z%“FE‘Z eill < agq
j=1 Jj=k+1 S
d’ou oy, < Oty + %aml — Oy T {0.
m—00
Notons que, par définition de 6, pour tous k,l € N*, on a :
(0770%) k + 2l
ap < g +100 < agy +1 = Qgogl.-
kS Oyl = Ot 0 j g e
Soit k € N*. Pour tout j € [|1, k|], on a donc :
+2(k—7J k—j+25
O./j—l-CYk_ij ( j)a + J jOék:30ék

Grk—j " k=it
"o : N < )

d’ou Orgjaé(czj + i) < 3oy,

Soit alors (ny,-++ ,mk) € {—1,1}*. Pour j = Card{i € [|1,n|];m =1}, on a :

k k k
anej S Z €; + Z €; = Oy + Of—j S 30.%.
=1 i=1 i=1
! S ni=1 S ni=— S
D’on tout k € N* 3 el <3 3 ;
ou, pour tou € s sup 1;€;5 < Z €
(nlv""nk)e{flrl}k J=1 S J=1 S

e Supposons désormais X super-réflexif et (x,,)nen+ faiblement nulle.

Notons S le modéle étalé associé a (z,)nen+ dont (e,,)nen+ est une base.

L’espace S est finiment représentable dans X qui est super-réflexif par hypothése, donc S est
réflexif d’ou (e, ),en+ est contractante et donc faiblement nulle (cf [1], p.57).

La proposition 12.3.6 de [1] assure alors que (e, )nen+ est 2-inconditionnelle. On a donc :

k
E :ﬁjej
j=1

d’ou le résultat. O

k

e

Jj=1

<2
S

Vk € N*av(nla o 777’6) € {_17 1}k7

S

Remarque 19. Grice au théoreme 21, on note que [’hypothése de super-réflexivité peut étre
omise.

Enoncons désormais une relation de dualité entre les propriétés p-Banach-Saks et g-co-
Banach-Saks, ot p, ¢ €]1, +o0o[ sont conjugués.

Proposition 24. Soit 1 < p < 00, q son exposant conjugué, X un espace de Banach réflexif
avec la propriété p-Banach-Saks.
Alors X* a la propriété q-co-Banach-Saks.
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Démonstration. Notons pour commencer que, comme X est réflexif, X* 'est également donc
aucun de ces deux espaces ne contient /5.

Par hypotheése, il existe une constante C' > 0 telle que, pour tout modéle étalé (e;);en+ d'une
suite normalisée faiblement nulle de X, on ait :

k
D6
j=1

Il suffit de montrer qu’il existe C” > 0 telle que toute suite (z7),en+ C X* normalisée faiblement

nulle admette une sous-suite (z7, )jen+ vérifiant :

Vk € N*, < Ckv

S

VEeN*  lim |z} 442t || > CkYe
(n17”"nk)%m 1 k
Soit (2 )nen+ C X* une suite normalisée faiblement nulle.
Pour tout n € N* il existe x, € Sx tel que x(z,) = 1 puisque X* est réflexif. Grace a la

réflexivité de X, quitte a extraire, on peut supposer que lim =z, = x € By faiblement. On a
n—+0o00

donc, pour tout n € N*, ||z, — x| < 2.

Comme z, —5 0 et que, pour tout n € N*, on a x}(z,) = 1, la suite (x,)nen+ ne converge pas
en norme vers 0 donc, quitte a extraire, on peut supposer qu'il existe & €]0,1] tel que, pour
tout n € N* on ait ||z, — x| > ¢.

Ty — X
o EBXetunz Yn

On peut alors poser, pour tout n € N*, y,, = € Sx. Un modéle étalé

[
(dp)nen de (Yn)nen+ est de la forme (||y, | fr)nens, avec (fn)nen+ un modeéle étalé de (uy,)pens-

Comme la suite (uy,),en+ est normalisée faiblement nulle, on a :

k
S f
j=1

Or la suite (f,)nen+ est 2-inconditionnelle et (y,)nen+ C Bx donc :

Vk € N*, < Ckv.

S

k

> d;

j=1

< 9Ckv.
S

Vk € N*,

Il existe donc une sous-suite (z,, )gen+ de (2, )nen+ €t une constante D > 0 telles que :
1
VEk e NV, < - <ng, ||xn, + -2, — kx| < Dk?.

Notons IT : X — X** 'application canonique. Pour tout k£ € N*, pour tout n; < --- < ng, on
a:

<ZEn1 + - *Tny, — ]{Z.T?l‘:;l +oeeet x;kzk> = sz](l}lk - (L’) +1- H([L’)(l‘nk>
j=1

ng_1
k-1
+ (2, — )(x),)
j=1
— Lt (o, + o xpy, — (k= Dz, +--+x, ).
g —>00



On montre ainsi par récurrence que :

ni—oo N —>00

On en déduit que, pour tout £k € N*, on a :

1
k< lim |z, +---a) || x Dk?»
(n1, mg)—o0 r
d’ou :
lm g, o, >
im x ST —ka
(n1, ,ng)—00 m =D
ce qui assure le résultat. O

La prochaine proposition requiert 'introduction de vocabulaire.

Définition 25. Soit E, F' deux espaces de Banach. On rappelle que [’espace des opérateurs
compacts de E dans F, noté K(E, F), est un sous-espace fermé de L (E, F), l'espace des ap-
plications linéaire continues de E dans F'.

e La topologie faible d’opérateurs w est définie par les applications linéaires T € L (E,F) —
f*(Te), ou f*€ F*, e€ E.

e La topologie duale faible d’opérateurs w' est définie par les applications linéaires T € L (E, F) —
6**<T*f*), 0,& 6** c E**, f* c F*

Remarque 20. D’apres le corollaire 1 de [18], si E est réflexif, alors un sous-ensemble A de
K(E, F) est faiblement compact si et seulement si il est w-compact.

Proposition 25. Soit 1 < p < +00, X un Banach séparable avec () et (AP).
11 existe une suite d’opérateurs de rang fini (A,)nen C XX vérifiant :

(i) pour tous k,j € N* vérifiant |j — k| > 1, A;A, =0;

(17) pour tout x € X, x = > Ayx;

n=1

(13i) il existe C > 0 tel que,_pour tout x € X, on ait :

1 > z
llel < (ZuAmrp) < Cllz].
k=1

Démonstration. Comme X a (m,), on peut supposer que X est un sous-espace d'un espace

7 = (Z G’n) , avec, pour tout n € N*, dim(G,,) < +o0.
n=1 Vi

P

A — Z
Pour tout n € N*, posons S, : et Sp = 0.
(37k)keN* — (5517"‘ T, 0,0+ ’07...)
e [’espace X est réflexif séparable donc, d’aprés le théoréme 17, il existe une suite (R, )nen €
XX d’opérateurs de rang fini telle que, pour tout z € X, z = liril R,x, pour tout z* € X*,
n—-+0oo
x* = lim R;z* et, pour tout m > n, R, R, = R, R, = R,.
n——+0o0

On peut voir S, et R,, n € N*, comme des éléments de K (X, 7). Le théoréme de Schauder
assure que, pour tout n € N*, S, R, € K(Z*, X").

Pour tout z** = z € X** (X est réflexif), comme lim R,r = lim S,z = z, pour tout
n—-+00 n—-+0oo

z*€e Z* ona:
lim (S — R!)z* = lim 2*((S, — Ry)x) =0

n——4o00 n——4o00
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donc S,, — R,, — 0 dans w'.

n—oo
On déduit alors du corollaire 3 de [18|, qui assure qu’une suite (7},),en+ convergeant vers un

opérateur T' compact pour w’ converge vers T dans w, que S, — R, — 0 pour w.
n—oo

e Appliquons désormais le théoréme de Mazur.

o0
Soit (ex)ren C R telle que > e < %. D’aprés le théoréeme de Mazur et la remarque précé-
k=0

dente, il existe une suite (my)geny C N strictement croissante telle que mg = 0, et (a;) jen C RT
vérifiant, pour tout k € N* :

my m
Z a; = 1et Z CLj(Sj — R]) < Ek.
Jj=mp_1+1 Jj=mp_1+1 Xz
mi mi
Posons vy = Ty = 0 et, pour tout k € N*, V, = > ajR; et T, = > a;5;, Ay =
Jj=mp_1+1 Jj=mp_1+1

Vi—=Vici et By =T —Tp_1.
% Soit j,k € N* tels que |j — k| > 1. Comme A;A; = AgA;, on peut supposer j > k. On a
alors :

AA =V =Vie)) (Ve =Vier) = ViV = ViV = ViV + Vi Ve = Vi = Vi = Vi + Vil =0
par choix des (a;)jen-; €t :
[ Ak = Bill < Ve = Tell + Vi1 — Toal] < ek + ep—1-

On a donc, pour tout x € X :

(ZHAMH”> - (Z IIBMII”> < ( H(Ak—Bk)vap)
k=1 k=1 k=1

< (Z(ewsk_l)pnmup)p

k=1
0
< ol > (ek +enn)
k=1
< Hal
— |||
— 4
x* Soit ke N*, xr € X. On a:
Tkx = (xla sy T+ (1 - amk_1+1)xmk_1+27 oy Amy Tmy, 0, s ,07 cee )
et :
Tk—lx == (iEl, S T _g+1 (1 - amk_2+1)$mk_2+27 oty Qmy Ty, _q 07 T 707 T )
donc :
Tkx - kalx :(07 e 707 Amy,_o+1Tmy_o4+25 """ (1 - amk,1>$mk,1>xmk,1+la
(1 - amk_l—‘rl)xmk_l—f—% oy Ay y Ty, s 07 e 7Oa e )
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d’ou :

P

1
oo 5 00
(Z HkaHp) = (Z | Ty — Tk—1$||p>
k=1 k=1
1
= (=P + (1 = a)Pl|z2]l” + - + aly T, P + af[|22]|P + -+ )

1
oo P

< <2Z\kaHp> < 2||
k=1

et, comme la fonction ¢ € Rt — t? est convexe, on a :

1 1
- i = 2 "1
(Stmetr) = (3 o) > 1ot

k=1

Donc, pour tout z € X, on a :

1 o0
lal = (Z ||ka6||”> < 2f|]]
k=1

d’otu, pour tout z € X :

ST

1 oo
el < <Z IIAkl’H”>
k=1

o0
ce qui permet de conclure, avec C' = 4, car, pour tout © € X, x = . Apx par construction. []
k=1

La proposition précédente permet de prouver le théoréme ci-dessous.

Théoréme 22. Soit 1 < p < +00, X un espace de Banach séparable avec (m,) et (AP).
Si X est un sous-espace complémenté dans un espace de Banach'Y, et (E;);cr est une famille
dirigée de sous-espaces de dimension finie de Y avec | J E; dense dans Y, alors X est isomorphe
=
- 7
a un sous-espace complémenté d’un espace (Z Ein) pour une suite (ip)pen C 1.
n=1 .
En particulier, il existe une suite (F,)nen+ de sous-espaces de dimension finie de X telle que

n—

o
X soit linéairement isomorphe a un sous-espace complémenté de Fn> .
1 ¢
P

Démonstration. Notons (A, ),en+ la suite d’opérateurs de rang fini donnée par la proposition
25.

e Etape 1 : Montrons que, pour tout n € N*, il existe i,, € I et H,, un sous-espace vectoriel de
Y de dimension finie vérifiant :

d(H,,E;,) <2 et Ay(X) C H,.

Soit n € N*. Notons d,, = dim(A, (X)) et (zy,--- ,24,) une base normalisée de A, (X).
An(X) — (zq,- ,xp)

dn, k est continue donc on peut
Z a;T; +—r Z a;T;
=1 =1

Pour tout k € [|1,d,]], la projection
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poser K =  max. || P |-

1 14+ 2Kd,e
<2

t .
2Kd, ' 1—2Kd,c
Par hypothése, pour tout j € [|1,d,|], il existe y; € |J E; tel que ||z; —y;|| < e. Comme (E;);er
i€l

Il existe € > 0 assez petit pour que ¢ <

est une famille dirigée, il existe ¢,, € I tel que y1,--- ,ya, € E;,.

Montrons que la famille (yi,--- ,yq,) est libre.
dn dn

Soit (a1, ,aq,) € R%™ tel que > a;y; = 0. Il suffit de montrer que z := > a;z; = 0.
j=1 Jj=1

On a:

)] =

d7L d7L
> azz; =Y ay;
=1 =1

ot on a posé Py = 0. Donc (1 — 2Kd,ée)||z|| <0, avec 1 — 2K d,e > 0, d’'ou = = 0.

< max |aj|d,e = max ||Pjx — Pj_yz||dye < 2Kd,e||z||
1<5<dn 1<j<dn

Donc (yi, - ,y4,) forme bien une famille libre.
On peut alors compléter (yi1,---,yaq,) en une base (Y1, -+ ,Ya,,Yd,+1," " »Yk,) de E; , avec
Posons H,, = (1, ,Za,,Yd,+1," " > Yk, ) €t notons T Papplication linéaire définie de H,, dans

E;, vérifiant : pour tout j € [|1,d,|], T'(z;) = y; et T}
Pour tout x € H,, ||z — Tz|| < 2Kd,el||z|| donc :

Ydp+15" 7yk:n> = Id<ydn+lz'" 7yk:n> :

(1 = 2Kdye)|lx]| < [[T]| < (1 + 2Kdye) |||

ce qui conclut la premiére étape par choix de €.
e Puisque X est complémenté dans Y, il existe une projection linéaire continue P : Y — X.

(Zlen)é S oX

Justifions la définition de Q : !

(P ) nen- = > S APhy
Jj=1 ken*
l7—k|<1

e Etape 2 : Soit (24)gen- € (Z Ak(X)) a support fini. Montrons que, pour tout j € [|0, 2|],
k=1

¢y
on a :

<ac? (Z ||:c3k_j||f’> .
k=1

00 p %
s
k=1

o
E L3k—j
k=1

Soit 7 € [|0,2]]. On a :

<e (%

n=1

oo
E T3k—j
k=1

1
0o 0o p 0o P 00 p P

=C (Z < Z Asnap—j|| + Z Agn1Tgp—j|| + Z Azp—2T3k—j >> .
n=1 k=1 k=1 k=1
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En distinguant les cas selon la valeurs de j, on montre que :

“(S(5

=C (Z (1 Asr—jr1zan—511" + [ Ase—szze—; ||” + ||A3k—j—1I3k—j||p)>

k=1

(SIS

)

A

D’ou, pour tout j € [|0,2]], on a :

< 3C (Z Z | Ay gr— y||p> <3C <Z Op||l‘3k—j||p> = 3¢7 (Z ”173k—j||p>
k=1 k=1

k=1 1=1

e Etape 3 : On note que Q est bien définie sur les suites a support fini. Montrons que @ s’étend

[e.@]
a (Z Hn) en un opérateur borné.
= ¢

P

Soit h = (hg)gen+ € (Z Hn) a support fini. On a :
n=1 2

HQ}LH: Z Z Ajphk S Z Z Agkphj + Z Z Agkflphj + Z Z Agk,QPhj
J=1 |j—k|<1 k=1 |j—k|<1 k=1 |j—k|<1 k=1 |j—k|<1
[ 2 00 P %
< 307 Z Z A3y Z Ph; d’aprés I'étape 2
=0 k=1 l7—k|I<1
P\

gk

< 9C?

Al > Py

li—k|<1

||AjPhj_1||p> + (Z ||AjPhj||P)
j=1

Il
—

J

3=
3=

1T
< 9C?

(s
e

+ <Z IIAjPhj+1II”>
j=1

1
p

R

1
HAJ+1Phj”p> + (Z HAjPthp) + (Z HAijthp)
P =2

1

Z i IIAlPth”) "< (f: Cp||Phj||P> ’

j=1 I=1 j=1

< 3°C7||P||A]

J

o0
donc, par densité, () s’étend a (Z Hn) en un opérateur borné.

n=1 .

e Etape 4 : Conclusion

o
X — XY H, . ..
L’application J : =1 g, ©st bien définie, linéaire, continue, et vérifie QJ =
r = (Aur)pens
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Idx car :

Vo € X,QJ (v ZZAPAM ZZAAkx_ZA (iAkx>:§:ij:x.
k=1 j=1

J=1 |k—j|<1 Jj=1 |k—j|<1

En particulier, J est injective donc X ~ J(X). De plus, d’aprés la premiére étape, il existe un

2-isomorphisme 1 : <Z Hn) — (Z Eln> , donc X ~ 1o J(X) et il suffit de montrer que
= 0 = »

Yo J(X) est complémenté dans (Z Eln>
n=1

p

Pour cela, montrons que R = po Jo Qo™ : (Z Ezn) — 1 o J(X) est une projection
n=1 Y

P
linéaire continue.

On note que R est linéaire continue et on a :

RoszoJoQozpfloz/JoJoQow*l:woJoQoJoQowfl:woJo[dXoQowflz

ce qui assure le résultat.
e On en déduit le cas particulier avec Y = X et comme famille dirigée (E;);c; la famille des
sous-espaces de dimension finie de X. O

La preuve du prochain théoréme nécessite le lemme suivant, issu de [21].

Lemme 10. Soit p €]1,400[, ¢ son exposant conjugué, X un espace de Banach séparable et
réflexif avec (my).

(a) Soit E un sous-espace vectoriel de X de dimension finie, n > 0. Il eziste un sous-espace
vectoriel H de X* de dimension finie vérifiant :

Vo € B,y € Ho, (1 —n)([lz]” + [lyI") < |z +ylI” < @+ n)(ll=]” + yl”);

(b) Soit F' un sous-espace vectoriel de X* de dimension finie, n > 0. Il existe un sous-espace
vectoriel G de X de dimension finie vérifiant :

Vet e Fvyt e G (L=n)(lz"]|* + lly"ll*) < llz* + 71" < (U +n) (= + [ly™[1)-

Démonstration. Montrons seulement le point (a), 'autre point se montrant de la méme maniére.
Soit E un sous-espace vectoriel de X de dimension finie, n > 0.

Notons que le résultat souhaité est équivalent au fait qu’il existe un sous-espace vectoriel H de
X* de dimension finie vérifiant :

Vo e Sp, Yy e H, (1 =n)(1+ [lyl”) < llz +yl” < (1 +n)(1+ [ly[").
Il existe C' > 0 tel que, pour tout t € [C, +oo], on ait :
I=—mE+1) <(t-1P<({Et+1) <A+ +1)

et il existe 0 > 0 assez petit pour qu’on ait :
1

5+<1+g);§(1+n)% et (1—%);—52(1—77) .

3=
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Comme E est de dimension finie, il existe un d-réseau fini (xy,--- ,zx) de Sg et, puisque X*
est séparable, il existe une famille (u}),en+ C X* dense dans X*.

Etape 1 : Montrons que, pour tout j € [|1, k[], il existe un sous-espace vectoriel H; de X* de
dimension finie tel que :

vy e HinCBy, (1= 3) L+ [yl) < llos + ol < (1+5) (0 + [yl

Supposons par ’absurde que ce ne soit pas le cas. Il existe alors j € [|1, k|| tel que, pour tout
n € N*, il existe y, € Vect{u?,--- ,u:}* N CByx vérifiant :

n
I+ 9all” > (14 3) (1+ lnll”)

ou : "

s+ yall” < (1= 2) L+ llall”)
Comme la suite (y,)nen- est faiblement nulle, on peut alors en extraire une sous-suite (yy;)jen-
qui contredit le fait que X a la propriété (m,).
Donc, pour tout j € [|1,kl], il existe un sous-espace vectoriel H; de X* de dimension finie tel
que :

n n
vy e HinCBy, (1= 1) (L+ [yl) < llos + ol < (1+3) 0+ [yl

Etape 2 : Conclusion
k
L’espace H = |J H; est un sous-espace vectoriel de X* de dimension finie. Montrons que ce
j=1
sous-espace convient.
Soit x € Sg, y € H+. Si ||y|| > C, on a bien :

(=)@ +[lyl") < (lyll = 1) <z +ylI” < @+ fyl)” < @+ )1+ [lyll)

donc on peut supposer que y € CBx. Il existe j € [|1, k] tel que ||z — z;]| < J. On a alors :

1
n\» 1 1 1
o+ yll < llo =5l + g +yll 6+ (1+3)7 L+ Iyl?)> < @m0+ |yl
et :

1
M\ r 1 1 1
|z +yll > [l +yl = [lo — 2] > (1 - 5),, (I +[lyll")r =0 > (1 =n)r(1+ |lylI")?

d’ou le résultat. ]

Théoréme 23. Soit p €]1,4o00[, X un espace de Banach séparable avec (m,,).

Soit (Ey)nen une suite de sous-espaces de dimension finie de X telle qu’il existe une constante
A > 1 vérifiant : pour tous m,n € N*, il existe un sous-espace I, , de X tel que F,,, soit
A-complémenté dans X et d(Fypn, 0 (En)) < A.

oo
Alors (Z En) est isomorphe a un sous-espace complémenté de X.
n=1 2

Démonstration. Notons ¢ I'exposant conjugué de p. Quitte & renormer X, on peut supposer
que X a (m,) et ainsi que X* a (m,). Remarquons également que X est réflexif.
Etape 1 : Soit G C X, H C H* des sous-espaces de dimensions finies, n € N*. Montrons qu’il
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existe des opérateurs A : B, — X, B: X — E, tels que BA = Idg,, ||A|| < 2\, ||B]| < 2A,
A(E,) C H et B*(E}) C G*.

1
Posons d, = dim(H), dy = dim(G), & =
osons dy, = dim(H), d, = dim(G), € 8)\max(\/d_g,\/@)(
0).

Par hypothése, pour tout m € N*, il existe S(™) : (E,) — X, T X — 0 (E,) avec
Tm §m) = Iden(s,), S| < Xet |[T™] < A Pour tout m € N*, posons U™ = (Sm)*
X* — ("(E3).

Pour tout m € N*, notons également 7™ = (T\™ ... T\ et UM = (U™, ... UIM).

* Montrons qu’il existe mg € N* tel que, pour tout m > my, il existe j € [|1,m|] pour lequel
on ait :

on peut supposer max(y/dg, /dp) >

1T o, + U™

Supposons par ’absurde que ce ne soit pas le cas. On a alors :

H*—E; S E.

¥mo € N*,3m > mo;Vj € [|1,m]), | TS oo m, + U™

H*—E; > €.
€
Posons n = o > (. Il existe un n réseau fini R de Sg x Sy, dont on note N le cardinal. Posons

k = min Qz (4?1 +1, {2 <4Aq)qJ + 1) et mo = kN.

& 19

également :

Il existe alors m > myq tel que, pour tout j € [|1,m|], on ait HY}(m)HG_)En + ||U](m)\ H* B > €.

Donc, pour tout j € [|1,m|], il existe (z;,y;) € Sg x Sy vérifiant ||Tj(m)xj|| + ||U;m)yj|| > €.
Pour tout j € [|1,m]], il existe (z,y) € R tel que ||z — ;|| + ||y — y;]| < n; on a donc :
m m m m €
175l + U™l 2 T3+ 107 5] = = A > .
Comme m > kN, il existe (z,y) € R tel que :

. m m £
Card {j € [[L,ml}: [T + Uyl > S} = k.
Or :
. m m € . m € . m €
{i € m Tl + Uyl > S} < { € lmilIT™e) > S ofs e i mill o™yl > <}

donc, soit :
Card {j € Lm0 > ) = & ()
R 4 =2
soit : By
. . (m) €
Card {j € [[L,ml; [U"yl > S} =5 @)

Si (1) est vraie, on a :

1 1
- " m b keP\r
T = <le|1§ >x|rp> - (55) =
j:

ce qui est absurde car ||T™] < A.
De méme, (2) conduit a une absurdité. Donc il existe mg € N* tel que, pour tout m > my, il
existe j € [|1,m|] pour lequel on ait :

1T 6o, + U™

H*—Ex S €.
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* En particulier, si T = T(™0) § = §0m0) et U = S*, il existe j € [|1,mq|] tel que :

1Tl 6., + [[U5]

H* B S E.

x D’aprés le théoréme de Kadec-Snobar, il existe une projection P : X — G vérifiant ||P|| <
V/dy et P(X) = G, ainsi qu'une projection R : X* — H vérifiant ||R|| < v/dj, et R(X*) = H.
L’application Q = R* : X — X est alors une projection vérifiant ||Q|| < v/dj et Q*(X*) =
R(X*) = H car X est réflexif.

On en déduit que :

1 . 1
IT5PIl < Vdge < oy et @S5l = |U;Q7l < Ve < o5

E, —
onS;:¢ « +~— S(0,---,0, =z ,0,---,0) .
7€ position

* Considérons désormais l'opérateur Tj(Idy — P)(Idx — Q)S; : E, — E,. Comme T;S; = Idg,,
ona:

1 1 1 1 11
ldg, —T;(Idx—P)(Idx— A = T:Q8;,+T; PS;—T; PQS;|| < AX—4+AX —+—x— < —
donc il existe D : E,, — E,, vérifiant T;(Idx — P)(Idx — Q)S;D = Idg,.
Notons que :

|\D|| = |[{dg,D —Tj(Idx — P)({dx — Q)S;D + Idg, || < — H H

donc [|D|| < 2.

* Posons alors B =T;(Idx — P): X - E,, A= (Idx —
() BA=Ids,, B <A+ & <20, JAI £3(A+ &) <
(ii) A(E,) C H* car :

)S;D —>X On a:
5+

%)

Va* € HVx € E,,z"(Az) = A*(z")(x) = D*S;S]dX* — Q") (z")(x) =0;

g

(iii) B*(E?) C G* car :
Va* € B Vg € G, B*(z")(g) = 2" (Bg) = 0;

ce qui achéve I’étape 1.

o
Soit (N )ken+ C RT* vérifiant [] (1 4 ng) < min(2?,29).

k=1
Etape 2 : Construisons par récurrence deux suites d’opérateurs (A, : B, — X)pen+, (B : X —
E,)nens vérifiant, pour tout n € N* :

Vs, un) € [T B | D Avun|| < (Z ||uk||”) 1:[ (1 +m);

k=1 k=1 k=1
et :
n n q n —_
V(i up) € [T B D Biui|| < (23 (Znu;;nq) TT +m);
k=1 k=1 k=1 k=1

1
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ainsi que B, A, = ldg,.

L’étape 1 nous assure qu’il existe des opérateurs A; : By — X, B; : X — E; tels que
BiAy = Idg,, ||Aill < 2\, ||Bi]| < 2)\, Ai(E,) € HY et B (E;) C G+, ot G et H sont des
sous-espaces de dimension 1 de X et X™* respectivement.

Supposons ainsi construits A,--- , A,, By, ---,B,, n € N*. Notons E le sous-espace de di-
mension finie engendré par les images de Ay, -+, A, et F et sous-espace de dimension finie
engendré par les images de By, --- , B;.

Notons alors H' C X*, G’ C X les sous-espaces donnés par le lemme 10, appliqué avec 7,,.
Notons également H le sous-espace vectoriel engendré par H' et les images de By, --- , B}, G
le sous-espace vectoriel engendré par G’ et les images de Ay, -, A,,.

D’aprés la premiére étape, il existe des opérateurs A, 11 @ Epi1 — X, Bpyr 0 X — E,oq tels

que Bni1Ansr = Idg, s [[Aps|l < 2, (| Bpya|| < 2X, Apii(Epia) C HL et By (Eniy) C G*.
n+1

On a, pour tout (uy, -+ ,uns1) € [] Bk :
k=1

n+1 p

jg:x4kuk
k=1

n
= Z Apug, + Appitng
——

k=1

EH’L

(<D}

<( +77n<

n+1 n
’ (Z Hukup> (1 + k)
k=1 1

+(20)7 ||un+1|!p>

k=
n+1
A * * %,
et, de méme, pour tout (uj,---,u},,) € [[ Ej :
k=1

n+1

Z Bug

ce qui achéve la construction par récurrence.
Notons que l'on a :

q n+1 n
< (22)° (Z \\UZ\\q> (1 + )
k=1 1

k=

1
V(U )nen € (ZE> D Anun s4A<leunllp)
Lp n=1 n=1
et : )
V(U e (ZE) 7 ‘ZB:;u:; §4A<ZHU3;H‘1>
n=1 n=1

Etape 3 : Conclusion
Posons alors :

> En) - X X S
A: (”=1 & . et B : - n; "),
(Un ) nen= =y Ay, r = (Bpx)pen
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Ces applications sont bien définies d’aprés ce qui précéde, et ||A|| < 4\, ||B]| < 4. Montrons
our terminer que BA = Id/ « .
p q (nzl En)[

D’aprés le théoréeme de Hahn-Banach, il suffit de vérifier que, pour toutes suites (y.)nen+ €

(Z E;‘L) et (Up)nen: € (Z En> ,on a:
n=1 £q n=1 Ly

Z Z<B;y;’ Akuk Z yn? BA un nEN*)> = Z(y;’un>'
n=1 k=1 n=1 n=1

o0 o0
Or, pour toutes suites (y),en € <Z E;) et (Up)nen+ € (Z En) ,ona:
n=1/y, = &

oo 00 oo n—1 oo n—1
n=1 k=1 n=1 k=1 n=1 k=1

:0+0+§: (Y )
n=1

grace a la fagon dont on a construit les opérateurs par récurrence.
Pour conclure, il suffit de remarquer que A est injective, que P = AB est une projection linéaire

continue de X sur A ((i En> ), et que (i En) ~ A ((i En) ) O
n=1 £ n=1 Ly n=1 £p

Le prochain théoréme requiert l'introduction des L,-normes aléatoires, p € [1,+oo[. Afin
d’éviter de définir les espaces L, abstraits, nous supposerons dans la définition de ces applica-
tions qu’elles sont a valeur dans ¢, ou L,, ce qui nous suffira pour la suite.

Définition 26. Soit p € [1,+0o0].
e On dit qu’un espace de Banach Y admet une L,-norme aléatoire s’il existe une application
VY — Z, avec Z € {L,,l,} telle que, pour tout a € R, pour tout y € Y, on ait Vy > 0,
Viey) = la[Vy, [Vyll, = [ly]l et -

Y(y1,y2) € Y2, V(1 +1y2) < Vyr + Vya.

o L’application V', qui est continue, est alors appelée L,-norme aléatoire.
e Pourr > p, on dit que V est de type r s’il existe une constante C' > 0 telle que :

) € v, (KBTI < (g v

la comparaison se faisant terme a terme dans le cas ot Z = (.

S =

Dans la suite, nous aurons besoin de l'inégalité énoncée dans le lemme ci-dessous. Nous en
donnons une formulation dans le cas général mais ne la prouverons que dans un cas particulier
(dans lequel nous serons par la suite).

Lemme 11. Soit 1 <p <r <2, X un espace de Banach séparable, V' une L,-norme aléatoire
sur X de type r, (en)nen+ une suite iid de Rademacher.

Il existe une constante C' > 1 telle que, pour tout k € N*, pour tout (zy,--- ,x1) € X*, on ait :
k P\ » k ;
v (Zgjxj) <c <Z<vxjy)
i=1 , i=1 )
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x
Démonstration. Montrons cette inégalité dans le cas ot X = (Z En> , avec (E,)pens une
Zp

n=1

suite d’espaces uniformément r-uniformément lisses, de dimension finie; et :

V:{X — 4,

(@n)nene = ([[2nll 2o Jnene

D’aprés 'inégalité de Kahane-Khintchine (énoncée dans I'annexe), il existe une constante A > 1
telle que :

1
P

Vn € N*,Vk € N*,V(zy,--- ,23) € EF E < AE

k
E :53% E :ijj
i=1

De plus, d’aprés le Théoréme 1.e.16 de [23], comme les E,, n € N*  sont uniformément -
uniformément lisses, il sont uniformément de type r donc il existe une constante B > 1 telle
que :

En Ep

Vn € N*,Vk € N*,V(zy,--- ,23) € EX E

iLj

k
<B"Y -
E, j=1

Montrons alors que C' = AB convient. Soit k € N*, (a:l, - a®) € X*. Pour tout j € [[1, k],
notons 27 = (27 )pen+. On a :

k P\ » [e%S)
v(Soe) ) -2 (Ssee]
j=1 n=1
1
0 p 13
T |3 ([3en
n=1 j=1 B,
L
% k p
< |2 AE| > e
n=1 7j=1 E,
_ o1
oo k r 2w
<A ZE ‘Z*fjf% car 1 <r
n=1 j=1 B,
[ 00 k g %
<a |3 (o3
n=1 j=1
T 1
k
|| (et
L =1 neN* p
k 7
_c|(>way )
j=1
p
ce qui assure le résultat. O

62



Théoréme 24. Soit 1 <p <r <2, X un espace de Banach séparable possédant une L,-norme
aléatoire de type r.
Si X a la propriété p-co-Banach-Saks, alors X a la propriété (m,).

Démonstration. Par hypothese, il existe une L,-norme aléatoire V' : X — L, de type r. Notons
(' la constante associée, Cy la constante donnée par le lemme précédent, et C' = max(Ch, Cs).
Notons également # l'ensemble des boréliens de [0, 1] et, pour tout E € A, |E| désignera la
mesure de Lebesgue de E.
Pour tout 6 €]0, 1, pour toute f € L,, on pose || f||,o = sup ||[Lgf],-

/<6
Commencgons par noter que X est super-réflexif. Pour cela, il suffit de remarquer que X est
p-uniformément lisse puisque, pour tout (z,y) € X2 on a :

eyl + lz =yl _ VG40l + V-l / V(e + ) + Ve =y
0

2 2 - 2 dA

< / (Va) +C(Vy)")¥ dx

< /01((Vx)p + CP(Vy)P)d\ car p <r

= [[Vll; + CP[Vyll; = ll=][” + CPlly[”.

D’aprés le théoréme 18, il suffit de montrer que X est p-AUC et p-AUS.

e Montrons que X est p-AUS.

Montrons que, pour tout ¢ € [0, 1], px(t) < 2CPtP. Soit t € [0, 1], € Sx. Notons £ 'ensemble
des sous-espaces fermés de X de codimension finie. Il s’agit de montrer que :

inf sup ||z + ty|| — 1 < 2CPtP.
ing sup [+ ]

Or, d’aprés le théoréme de Hahn-Banach, il existe z* € Sy« vérifiant z*(x) = 1 et, si on pose
E = ker(z*) € &, pour tout y € Sg, on a :

o +tyll =1 = lle +tyl + lo = tyl| =2+ 1 = |lz — ty]
<z +tyll +llo —tyl| =2 car 1 = [z —ty|| <1 —a*(z —ty) =0
<z +tyl” + lz —tyll” — 2 car lo £ty = Let p =1
< 2([|z||” + CP||ty||”) — 2 d’aprés ce qui précede
= 2C"tP
donc X est bien p-AUS.
e Montrons désormais que X est p-AUC si X a la propriété p-co-Banach-Saks.

Supposons que X ait la propriété p-co-Banach-Saks. Il existe alors une constante ¢ > 0 telle
que toute suite normalisée faiblement nulle (z,)nen+ C X admette une sous-suite (z,;);en-

vérifiant :
k
E T,
j=1

Pour montrer que X est p-AUC, il suffit de montrer que, pour tout ¢t € [0, 1], on a :

Vk € N*,¥(ny, -+ ,ng) € [N*]F, > kv

Sx(t) > (1+27PCPet)r — 1,
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Pour cela, montrons que, pour tout ¢ € [0, 1], pour tout z € Sy, pour toute suite (z,)nen C tSx
faiblement nulle, on a :

liminf |z + x,||P > 14 27PC7PPEP.

n—-+0o0

Soit t € [0,1], x € Sx, (Tn)nen+ C tSx une suite faiblement nulle.
Supposons que ce ne soit pas le cas. Quitte a extraire, on a hm |z + .|| = 1+ 0P, avec
n—+

t A
b < 26—0 Il existe ainsi A €]0, 1] tel que b < %
* Comme X a la propriété p-co-Banach-Saks, il existe une sous-suite (2, );jen+ de (2, )nen- telle

que, pour tout £ € N*, on ait :
|2, + 4 @, || > Ackrt

car At < 1.
Fixons désormais une suite iid de Rademacher (&,,)nen+<. Le lemme 9 assure que :
N+k

Zsja:n > > —k:pt

x Soit 6 €]0,1[. Montrons que, pour tout n € N* il existe £, € A tel que |E,| = 0 et
IVanlpo = e, Vil

Il suffit de montrer que, pour une fonction f : [0,1] — RT intégrable, il existe E € £ tel que
|E| =60et | fllio=|1Lef|li- Notons f* le réarrangement décroissant de f et £ = {f > f*(6)}.
Ona |E| = [{f* > f*(0)}| = [0, 0]| = 0 et, par construction, ||f|l1o = ||Lef]:-

Vk € N*, VN € N*, E (

Donc, pour tout n € N*, il existe E, € Z tel que |E,| =0 et [|[Va,|lpe = [[1g, VI,
Pour tout n € N*, posons E,, = [0,1] \ E,,.
1
Soit n € N*. Montrons que |[1; V|l <077,
Pour cela, il suffit de remarquer que, comme ||Vz,||, = ||z,|| < 1, on ne peut avoir V,, > 0>
1

presque-partout sur E,, donc Vz, < 6 » sur un ensemble de mesure non nulle de £, et, par
1

conséquent, si on avait |15 Va,|lw > 67, cela contredirait 'égalité ||V, |0 = [|[1g, V|-

On en déduit que, pour tout n € N*, on a :

1 1 1 1 ) )
|(Va)lg |l = (/ (V:L'n)’"]lEnd)\> < (/ GPHEndA) <0 r(1-—0)r.
0 0

x D’aprés le lemme précédent, pour tout £ € N*, pour tout N € N* on a :
]E (
j=N

N Ntk P\ ¥ N+k :
Z €T, ) =E| ||V <Z 5ja:nj) <C <Z(Vxnj)7“>
; st
p

p J=N
Or, pour tout £ € N*, pour tout N € N*, on a d’abord :

5=

N+k

N+k

(Z(Vxnj)fnénj> = (Z(Vﬂ:n 1 Enj) ( / Zw:n nd/\>

i=N

(ZH (Vo )1, H) s(Ze—Eu—m)
=07
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et, d’un autre coté, on a :

Jj=N j=N

p

d’ou, pour tout k € N* :

1 N4k
Aekrt
<
2 = E (
j=N

Z éTj.T}nj
1
N+k r
=C Z(Vxnj)T(ﬂEnj + ﬂE7zj)>

j=N

N+k

== (3

E ijnj

N + ;
) =< (&)
N p

Sl

p
N+Ek

1T
<C ZHVanH ) +COF(1—0)7kr.

Pour tout £ € N*, on a donc :

1
Ackrt 1 1
L < Ckv limint [V, ||, + 40077 (1 — 0)7 k7
n—o0

en passant a la limite inférieure quand N — 400 dans ce qui précede.

1
En faisant désormais tendre k — +o00, comme khm kr » = (), on trouve :
— 00

hm inf [|Va,||,e.
—00

Act
x Choisissons b; > 0 tel que b < b; < %

Montrons que, pour tout n € N*, il existe G,, € # de mesure minimale tel que ||1¢, Vx,||, = b1.
Il suffit de montrer que, pour f : [0,1] — R* intégrable, 0 < b < ||f]1, il existe G de mesure
minimale tel que ||lgf|; = b.

Pour cela, posons g : t € Rt — fo $) s> (s)ds, qui est une fonction décroissante.

S’il existe t € R tel que g(t) = b, on pose G = {f > t}. Sinon il existe t € RT tel que g(t) > b
et, pour tout s > t, g(s) < b. Dans ce cas, il existe I’ C {f = t} tel que t|F| = b — g(t) et on
conclut en posant G = {f >t} U F.

Donc, pour tout n € N*, il existe G, € # de mesure minimale tel que ||1¢, Vx,||, = b1.

Pour tout n € N*, posons t,, = |G,,|. Montrons que lim ¢, = 0.

n——+o0o

Supposons pour cela que ce ne soit pas le cas. Quitte a extraire, on a lim ¢, = 6 > 0. Pour
n—-+o0o

tout n € N*, notons f;; le réarrangement décroissant de [Vx,[P; on note que || frly, |l =
| L, Vx|, =b1. Par (%), on a :

Act

li f 1 =1li f Vin
iminf || 710y = i inf Vg0 2 57

Act .
Posons € = o0 by > 0. Pour n assez grand, on a nécessairement ¢,, < 6 et :

2yt 01l > =
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p

)
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donc, comme f; est décroissante, cela implique que f;(t,)(0 —t,) > 5 puis que :

1 ¢
1> [V, = [I£2] > |If1 R
> Vel = 151 2 1 sl = trg—r5
. . ) 1 ¢
ce qui est absurde car lim ¢, =6 donc lim ¢, — = +00.
n—-+oo n—-+oo 0 — tn 2
Donc lim |G,|=0.
n— 0o
Considé | , [ X — R
onsidérons la semi-norme p: ¢~ fol(Vx(s))p_le(s)ds .
D’aprés le théoréeme de Hahn-Banach, il existe 2* € X* vérifiant 2*(v) = |[Vz|b =1 et :

Vze X, 2% (2) <p(z) = /0 (Va(s))P 'V z(s)ds.

En particulier, si, pour tout n € N*, on pose G, = [0,1] \ G,,, on a :

n—-+oo n—oo é
n

1= lim z*(z+z,) < liminf (/ (Va(s))P 'V (x + z,)(s)ds +/ (Va(s))P 'V (x + xn)(s)ds)

car (x,)nen+ est faiblement nulle.
Or, d’apres I'inégalité de Holder, pour tout n € N*, on a :

[ ety Vsn, syis < (/ n(Vx(s))ﬁds)l_’l’ Veeranl, = (] n(Vw(s»pds)l_p o+l

. o . p—1 _
done, comme n1—1>1:I|—100 |G| =0, on a nl_l)lfoo Jo., Va(s)P~'V (2 + 2,)(s)ds = 0.

En en déduit, de nouveau grace a I'inégalité de Holder, que :
1< liminf([|Va|[2)' 77 [ 1g, V(e + 2|, = liminf [T, V(z + 2,)]],-
n—00 n—0o0
De plus, lim |1g,Vz|, =0, donc :
n—-+o0o

b= lim [[lg, Ve, <liminf(|[Le,Vall, +[[1a,V(z +20)l,) = limnt 1, V(2 + z,)[l,

d’ou :
14+ 0f <liminf |15 V(z 4+ 2,)|[) + liminf |1, V(2 + 2,) ||,
n—oo m n—o00
< liminf([[1g, V(z + )} + e, V(2 + 20)[],)
= liminf ||V (z + 2,)|[b = lim inf ||z + 2, [/
n—oo n—oo
=14+ <1+
ce qui est absurde. Finalement, X est p-AUC, ce qui conclut. O

Prouvons désormais un résultat sur les modéles étalés d’un espace de Banach se plongeant
grossiérement dans un espace réflexif. Commengons par prouver le lemme suivant.
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Lemme 12. Soit X un espace vectoriel normé, (x,)nens C X une suite normalisée, (€,)nen

une suite iid de Rademacher sur 'espace probabilisé A = {—1,1}".
coo — Li(A;X)
Posons T : ¢ o igjgj ©1; Pour tout k € N*, notons :
]:

o) = sup{ ( ) (1, ,me) € [N*]k}

t ot L
F.:teR l—)Ukk]l[Oalk](t)—f—(t—i-k )ﬂ]1+oo[(t).

Pour tout k € N*, pour tout & € cog, on a :

17N < 2[I€les,

i T

et :

Démonstration. Commencons par noter que la somme apparaissant dans ’application T est
finie donc I'application est bien définie, et est également linéaire.

® Soit k € N*, § € cqo vérifiant [|€[|¢,, < 1. Montrons que ||T¢]|| < 2.

Notons (5*)]61\;* le réarrangement décroissant de (|§J|)36N*

Comme Fj, est croissante et [|{[|e, <1, on a Fi(&f) <+ donc & < U—lk (car, pour tout t > i,

Fi(t) > 3)-
e Montrons que ||T¢|| < > (&5 — &5yy)05
=1

Pour cela, notons (n;);en+ une suite associée au réarrangement. Pour tout j € N*, il existe
0; € {—1,1} tel que & = 0,&,,. Il suffit alors de remarquer que, pour presque-tout w € A :

d'on |T¢]|| < Z( —&5.4)o; car, pour tout j € N*, les vecteurs aléatoires (0;ey, Y_, et (g)_,

suivent la meme loi.
e Notons également que la suite (%”)%N* est décroissante.

En effet, pour tout [ € N*, pour tout (ny,---,n1) € [N*]"*! on a :

I+1

]E (
7=1

[
L1+ I+1 o o,
Z_:ejxnj >:E ZZ% S;TZ(Z+1)T

’Lljl

67



Ol+1 oy
dou 755 < 7.

e On en déduit que :

Wﬂ<z: §1)o

< Z §i)oj + % Z J(& — &) car <@> est décroissante
okt n / neN*
k+1 o 00 o 00
* * k C ek k . %
=§km—§km4+?§jm—z- (- DE
j=1 j=2 Jj=k+1 Jj=k+2
. Tk N~ oo, Ok L
_Zf —0j-1) §k+10k+? Z §j+?<k+1)§k+1 ot op =0
j=k+2
O'k > %
—-2535 —0j-1) T > &
Jj=k+1

*

e Or, pour tout j > k, on a §§ < & < é donc Fk(fj*) = O'kzj et, pour tout j < k :

51 & < - alors & < -+ FR(€));

* sinon, Fi.(§F) = & + % — # donc & < &7 + % = F;(&) + gi,j

don & < L+ F(€).

e Montrons de plus que la suite (0, ),en est croissante.

On a bien o1 =1 < 0 = oq et, pour tout j € N*, pour tout (n, -+ ,n;41) € [N on a:

)= (1% )
- (J5

Jj+1

]E (
=1

E EiTn,

i Tn; + Tnjia

)

iTny = Tnjg

PN
d’ol 0j S Oj+1-
e Pour finir, on a donc :

IT¢| < Z (FL(&5) + o Y(o; —0oj1) Z FL.(&;) car (0 )nen est croissante

j=k+1
> oL — O,
< Fk(fj)—l— b 0 C&I‘OSO’j—O'jflgl,jEN*
=1 ok
< 2 car [[£]| <1
d’otu le résultat. N

Grace ce lemme, on peut montrer le théoréme ci-dessous.

Théoréme 25. Soit X, Y deux espaces de Banach tels que X se plonge grossierement Lipschitz
dans Y .
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Il existe une constante ¢ > 0 telle que, pour toute suite normalisée (xy,)nen C X avec Sep(xp, )nen =
0 > 0, pour tout k € N*, il existe (ny,--- ,ny) € [N*]¥ vérifiant :

09H61 +-F engsY < E(||61xn1 + -+ €k$nk|l)
ot (€, )nen- est une suite iid de Rademacher sur l’espace probabilisé A = {—1,1}".

Démonstration. Comme X se plonge grossiérement Lipschitz dans Y, on peut supposer qu’il
existe f : X — Y continue vérifiant f(0) =0, et K > 0 tels que :

V(z,2) € X2 |lo — 2| = 1< || f(2) = f(2)]| < Kz — 2] + 1.

e On reprend les notations de la preuve précédente..

Fi(t
Pour tout k € N*, la fonction Fj est une fonction d’Orlicz vérifiant hin M =1.
t——+o0

On peut donc définir la norme absolue Nj sur R? vérifiant N(0,1) = 1 et, pour tout ¢t € RT,
Ni(1,t) = 1+ Fy(t). R
De méme, comme la fonction F' : ¢t € Rt — f(f dy (s)% est une fonction d’Orlicz vérifiant

Ft)

-~ =1, on peut définir une norme absolue sur R? par Ny (0,1) =1 et :

lim
t——4o0

VteR+,NY(t):1+F(t):1+/ dy (s )is
0

Comme s € RT™ — 5YT(S) est croissante, notons que, pour tout t € R, on a :
oy (t)
t

N(1,t) <1+ Xt =1+ by(t).

e D’aprés la proposition 23, pour tout (y,2) € Y2 tel que ||y — z|| = 1, pour toute suite bornée
(Yn)nen= C Y, on a :

hgigf(”y - ynH + HZ - yn”) > 1+ SY(Sep<yn)nEN*) > Ny (1, Sep(yn)nen+) (*)
donc, pour tout (y,z) € Y2, pour toute suite bornée (y,)nen- C Y, on a :
tm inf (g — 9ol + 12 = 9] = N (ly = 21| Sep(g)err).

Fixons désormais k£ € N*.
(coos [I-llan, ) — Li(A;X)

e Posons T : S
3 = e @y
i=1

V¢ € coo, | TEI < 4l lan,

D’aprés le lemme 2, pour tout § € coo, [[]ley, < 2[|€l[ay, et, d’apres le lemme 12, pour tout

. Montrons que T est continue et vérifie :

§ € coo, [|TE]| < 2[€]ley, donc T est continue et [|T']] < 4.
Cop — LI(A, Y)
§ = foT(§)

Soit £ € ¢go. Comme f est continue et que la somme définissant 7€ est finie, f o T'(§) est
mesurable. De plus, pour presque-tout w € A, on a :

pgenn)-
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donc g est bien définie.
Notons de plus que, comme T est linéaire, on a :

V&, 1 € coo, [lg(n) — g = [/(T€) = fF(Tn)|| < KIT(E —n)l +1 < 4K[€ = nllay, +1.

e Montrons que Lip,(g) > 1.
Pour cela, il suffit de remarquer que, pour tout t € R*, on a :

lg(te)|| = E(|f (terza)]]) = %(Ilf(tfm)ll + L (=tz)l])
1

1
2 Sllf{ty) + f(—tz)] 2 (H2tfl¢1H —h=t-3.

En effet, si on avait A := Lip_(g) < 1, alors il existerait s € R* vérifiant :

V€ € coo, € = nllay, =5 = [lg(€) — g < All§ — nllay,

et alors, pour tout t > s, on aurait t — 1 < At i.e (1 — A)t <1, ce qui est impossible si A < 1.
Donc Lip(g) > 1.

0 2
e Montrons que Ny <1, 8akK) <1+ T

Comme la fonction ¢t € R* — Ny (1,¢) est croissante, il suffit de montrer que, pour tout 79 > 0,

il existe 7 > 7 vérifiant :
0 — o7 ! 2
Nyl ———————— | < =+ 1.
Y ( ’ok(8K—|—T—1)> — k +

Pour ce faire, appliquons la proposition 20. Soit 79 > 0. D’aprés cette proposition, il existe
T > 19 et (n,() € ¢, tels que :

7 —Cllay, =27 et g (Mid (n,C, %)) C Mid (9(77),9((), %) :

Notons & = il ;C

Il existe m € N* tel que 1, € Vect{e, -, em_1}.
e Soit j > m. Montrons que & + Tak’lej € Mid (77, ¢, %)

On a:
C AN 1
lk

o (1) (en (2)) ().

De méme, ||n — (£ + Ta,;lej)HAN =7 (1+ 1) donc &+ 705, 'e; € Mid (1, ¢, 7).
e Comme g (Mid (n,¢, 1)) € Mid (g(n), 9(¢),

et (en)nen+ la base canonique de cgp.

In— (€ + 705 e))ay, = H——mklej

%), on en déduit que :

m—1

Vi>m,hj:=f (Z Ligi @ + 705, e, @ xj> = g(& + 70}, 'e;) € Mid <g(n),g(§), %) .

i=1
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m—1
De plus, pour tout j > m, si on pose h; = f (Z biei @ T+ 70} e ® $j), on a :

)]

) car n € Vect{er, - ,em, }

m—1
17 —g(n)|| = E ( f <Z igim; + Taklsm%') —9(n)
i=1

—F ( f <Z &eixy + Tak_lsj.fcj> —9g(n)
lg(n) — g(Q)|
k) T

— b, — g(n)] < (1 "

2 2
et, de méme, ||h; — g(Q)| < < + E) lgtm) = g()1 Q(C)H , donc R, € Mid <g(n),g(§), E)
J=m,

On en déduit que, pour tout

lg(n) — P31l +11g(C) = Il —llg(n) — g(Ol < zHg(n) — gl (D).

Notons de plus que, pour tout ¢ > 7 > m, on a :

Vs e A, ||Ri(s) — h;(s)H > |70} tem(s) (zi — ;)| — 1 > 70,10 — 1.

° ., est bornée, on a alors :

e D’apres (x), dés que 7 > Tk 0 , pour tout s € A, comme (h)(s))3

lim inf([lg(n)(s) — R5(s)l + lg(O)(s) = R5()]) = Ny (llg(m)(s) — 9(O)(s)ll, 70,0 — 1).

Jj—+oo

En intégrant ('intégrale étant ici simplement une somme finie), on a donc :

tim inf(lg(n) — 1511+ llg(¢) — ) 2 / tim inf(lg(n) (s) — 5 (s) | + lg(C)(s) — i (s)] ()
/ Ny (lg(m)(s) — g(C)(s)]l, o0 — 1)dP(s)

> ([ lane) = s OWIE),. [ @roy = D))

= Ny (llg(n) = g(Qll, 07" —1).

Or :
lg(n) = g(OIl < 4K|In —Cllay, +1=8K7+1

et la fonction t € RT — Ny (¢,1)—t = tF (1) est décroissante (car u € RT — @ est croissante
d’aprés I'inégalité des pentes) donc :

tim inf(|lg(n) = 731 + ll9(¢) = B3l = llg(m) = 9(C)1) = My (llg(m) = 9(O)l, Oroy" = 1) = llg(m) — 9(C)]
> Ny(8KT + 1,070, — 1) —8KT + 1
d’on, par (A) :

28K +1)

2
Ny(8K7 + 1,070, —1) —SK7 +1 < 2ot = 9Ol = k

71



1.€ :
0 — opr ! Oro t —1 2
Ny (1, ———= =Ny (1, ) <241
Y(’Jk(SK—{—Tl)) Y(’8KT—I—1 _k:+

2
) <1+ —, ou encore :

ce qui assure que Ny <1

’ 80’kK k
s7h% Oy (s) 2
/ RS ds < —.
0 5 k
0
Or s e R™ — ﬁ est croissante donc :
5
0 A L] A~
N 0 85,K Jy () 16K oy, 0 /S%K dy (s) 2
) < ds X X < ds < —
Y <16K0k) _/ 0 s 0 16 Koy, — s =%
16Koy, 0
d’ou
5 0 < 1
Y \32Ko,) Tk
On a donc :
lex + -+ +exlle, < 32K0 oy,
ce qui assure le résultat avec ¢ = ﬁ par exemple. O]

Remarque 21. Avec ce théoréme, on retrouve le fait que, pour 1 < p < q < 400, {, ne se
plonge pas grossierement Lipschitz dans ¢,. En effet, si c’était le cas, il existerait une constante

C > 0 telle que, pour tout k € N*, Ck» < k%, ce qui est impossible.

En combinant ce théoréme et le théoréme 14, on obtient le résultat suivant concernant les
modeles étalés d'un espace de Banach se plongeant grossierement Lipschitz dans un espace
réflexif :

Théoréme 26. Soit X, Y deux espaces de Banach vérifiant ;'Y est réflexif et X — Y.
CL

I existe une constante C' > 0 telle que, pour tout modele étalé (e,)nen+ d’une suite faiblement
nulle de X, on ait :

1
Yk eN, Zllert+ - telle, <llevt - tells < Cller + - +eilley, -
De fagon équivalente, si 8y (t) > 0 pour tout t € RY*, alors il existe une constante C' > 0 telle
que toute suite normalisée faiblement nulle (z,)nen- C X admette une sous-suite (T, )ken+
vérifiant :
. 1
Vk €N ,5||€1 +- 1+ €k||£gy <, + -+ anl < Cller + - + ey, -
Démonstration. Tout modéle étalé d’une suite normalisée (z,)nen+ faiblement nulle est 2-
inconditionnel et, de toute suite normalisée faiblement nulle, on peut extraire une sous-suite

%—séparée donc, comme Jy < Sy, on déduit le coté gauche de I'inégalité du théoréme 25.
Montrons désormais le coté droit de I'inégalité.
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Par hypothese, il existe un plongement grossiérement Lipschitzien f : X — Y. On peut suppo-
ser qu’il existe C' > 0 tel que :

V(z,y) € X% lz =yl = 1 < [|f(2) = W) < Cllz —y] + 1.
Soit k € N*. Munissons [N*]* de la distance suivante :
VA = (g, ,ng),m = (mq,--- ,my) € [N*]*, d(m,m) = Card{i € [|1,k[],n; # m;}.

Soit (Z,)nen+ une suite étalante normalisée faiblement nulle générant le modéle étalé (e, )nens
Pour tout A € R™, on pose :

7. [N*]k - Y
M (k) = fM @y, e a)
qui est (2AK + 1)-Lipschitzienne. Soit A € R**.
D’apreés le théoréme 14, il existe Ml € [N*]“ tel que, pour tous (nq, -« ,ng), (my, -+ ,my) € [M]
on ait :

k
)

[ Fa(na, - mg) = Fx(ma, - mg)|| < 2e(2AC + 1)[ler + -+ +exle,, +1

d’ott pour tous (ny, -+ ,ng), (my, -+ ,mg) € [MJ¥, on a :
1+ HF)\(nlf" ank) _F/\<m17“' 7mk)H
[Zny + Ty — Ty — =+ — T || < b\
1 2
< 2e %%X|m+~~mm%+x;
en faisant tendre (my,- -, my) vers +oo puis A vers +00, on a :
[0, 4 an, || < 4eCllex + - - -+ exlle,,
d’ou le résultat. ]

Pour finir, montrons les trois résultats ci-dessous avant de conclure.

Proposition 26. Soit 1 < p < 400, (E,)nen+ une suite d’espaces de dimension finie, X =

(),
n=1 Vi

P
Si une des conditions sutvantes :

(1) 1l<p<r<2etles E,, n € N* sont uniformément r-uniformément lisses ;
(1) 2 <r <p+ oo et les E,, n € N*, sont uniformément r-uniformément convexes
est vérifiée, alors X est super-réflexif.

Démonstration. e Supposons que la condition (i) est vérifiée.

Il suffit de montrer que X est uniformément lisse, i.e lir% pXT(t) =0, avec :
%

2+ yll + 1z -yl
2

VtER+,pX(t):sup{ —1;x€SX,y€tSX}.

Par hypotheése, il existe C' > 1 tel que :

[z +yll" + llz — ylI"

Vn € N'Vx,y € E,, | 5

< [l=[" + "yl
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Montrons alors que :

=+ yll” + |z — yll”
2

Vn € N*Vao,y € E,, < |lz[|” + C*|ly|l".

Soit n € N*, (z,y) € E2. Notons (g1,&2) un couple de variables aléatoires de Rademacher

indépendantes. On a :

z+y||” + |z —y||” psr 2
e 2 2= B + eapll) 'S Elera + eayl)?

p PST
<E([l]" + Myl < Nl=ll” + CPllyl”

donc les E,,, n € N*, sont uniformément p-uniformément lisses.
On en déduit que, pour tout z = (2, )pen+ € X, pour tout y = (Y )nen € X, on a :

ot yll +lle =yl 1| (S
- —1= Z||xn+yn||p ann wlr) | -1

1
p
< (Z |20 + ynll” + l2n = ynll” ) — 1 par concavité

2

( ||$n||p+0p||yn||p)> -1

= ([o]]” + Clly|l7)> — 1

3=

IN

donc, pour tout £t > 0, on a :

1
pxt) (L CP7)r —1 Lo
t - t t—0 P

d’ou le caractére uniformément lisse de X.

e Supposons que la condition (i) est vérifiée.

Il suffit de montrer que X est uniformément convexe. Pour cela, on note s I’exposant conjugué
de r, g 'exposant conjugué de p, et on remarque que les E*, n € N*, sont uniformément s-
uniformément lisses. Comme 1 < ¢ < s < 2, on déduit de (i) que X* est uniformément lisse,
d’otu X est uniformément convexe. O]

Remarque 22. Une facon plus simple de prouver ce résultat aurait été d’utiliser la proposition

22.

Théoréme 27. Soit 1 < p + 00, (E,)nen une suite d’espaces de dimension finie, X =

(Z En) , Y un espace de Banach.
¢

n=1
St une des conditions suivantes :
(1)) 1<p<r<2etles E,, n € N*, sont uniformément r-uniformément lisses ;
(1) 2 <r <p+ oo et les E,, n € N*, sont uniformément r-uniformément convezes ;
est vérifiée et que Y se plonge grossiérement Lipschitz dans X, alors Y a la propriété (m,).

Démonstration. Commencons par remarquer que, d’aprés la proposition 26, X est super-réflexif
dans les deux cas. C’est donc également le cas de Y. On peut également supposer dim(Y') = +o0,
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le résultat étant clair sinon.
e Supposons que la condition () est vérifiée.
Par hypotheése, il existe C' > 1 tel que :

|z +yl|" + ||z —y||"

Vn € N'Va,y € E,, < lz||" + C"ly[]"

X =

= ([[zn]nen
Le fait que V soit une L,-norme est clair. De plus, pour tout (z,y) € X?, on a :

* Montrons que V : { est une L,-norme aléatoire de type r.

(vw+yw+vu—yW)i_ (mm+%mw+mn—%w>1

2 2
neN*

(1 + 5l + Ul = all )2
( 2 )

neN*

IN

1
[0 + ynll” + 20 = yal"\ 7 .
2 par concavité

neN*

< ((hoall” + C"llall)?)
= ((Va)" +C"(Vy)')

donc V' est une L,-norme aléatoire de type 7.
* On en déduit que V' induit une L,-norme aléatoire de type r sur Xy,.

Vi XU - (ep)u
En effet, V : { @y = (Viu

V(z)y C X, 112511 |zi|| =0 = lig{ﬂ 1V (2:)][, =0

est bien définie car :

et est une L,-norme aléatoire de type 7.
* Comme Y — X, Y — Xy Or X est super-réflexif donc Xj; est réflexif et a par conséquent
CL L

(RN P). Comme Y est séparable, Y est linéairement isomorphe a un sous-espace (séparable)
de )Q/.

Comme Y a la propriété p-co-Banach-Saks d’aprés le théoréme 26 (car X est p-AUC), le théo-
réme 24 assure alors que Y a (m,).

e Supposons que la condition (ii) est vérifiée. Notons ¢ I'exposant conjugué de p, s celui de 7.
On sait que Y™* est linéairement isomorphe & un sous-espace (séparable) de (Xy)* ~ Xj;. De
plus, comme les £, n € N* sont uniformément s-uniformément lisses, on montre comme
ci-dessus que X;; admet une L -norme aléatoire de type s. D’apres le théoréeme 26, Y a la
propriété p-Banach-Saks (car X est p-AUS) donc, d’aprés la proposition 24, Y* a la propriété
g-co-Banach-Saks. Le théoréme 24 assure alors que Y* a la propriété (m,). Finalement, on en
déduit que Y a la propriété (m,). ]

Remarque 23. On utilisera dans la suite le fait suivant : un espace de Banach X a (UAP) si
et seulement si Xy a (BAP).

Théoréme 28. (i) Soit 1 < p < r < 2, Z un espace de Banach r-uniformément lisse avec
(UAP), (En)nen+ une suite croissante de sous-espaces de dimension finie uniformément com-

plémentés dans Z, X = | > En)
n=1 £
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Alors, pour tout espace de Banach 'Y, on a :

Y~X = Y ~X;
N

(17) Soit 2 < r < p < 400, Z un espace de Banach r-uniformément conveze avec (UAP),
(En)nen+ une suite croissante de sous-espaces de dimension finie uniformément complémentés

dans Z, X = (Z En) .

n=1
Alors, pour tout espace de Banach'Y, on a :

Y~X = Y ~X.
N

Démonstration. Supposons que 'on soit dans 'un des deux cas.
Etape 1 : X ~ (,(X)
. N N* —  (N*)?
Il existe une bijection 9 :
Jection ¥ { nooe (n) = (b(n), d(n))

Y(n)1 < n.
Par hypothese, il existe C' > 0 telle que, pour tout n € N* il existe une projection linéaire

continue P, : Z — E, de Z dans E,, vérifiant ||P,| < C.
Comme la suite (E,),en+ est croissante et que, pour tout n € N*, ¢(n); < n, Iapplication

. ( En) — (Z Ew(n)l)
Q‘ n=1 Op n=1 £p

(xn)nEN* — (Pw(nh(xn))nEN*

telle que, pour tout n € N*,

est une projection linéaire continue vérifiant |Q| < C'.
De plus, si, pour tout 5 € N*, on note :

{n e N ¢(n)1 = j} = {njx, k € N}

on remarque que ’application

. (Z Ewmn) — (X))
J . n=1 ¢
(Zn)nen- = () jene ) ens

est une isométrie linéaire surjective donc ¢,(X) est isomorphe a un sous-espace complémenté
de X, i.e il existe un sous-espace fermé W de X tel que W & ¢,(X) ~ X. On a donc :

X~ (X)) B W = 0,(X) @ L,(X) B W ~ £,(X) & X ~ (,(X).

Etape 2 : X a (UAP)
D’apres le théoréme 9.4 de [11], comme Z a (UAP), l'espace ¢,(Z) a également (UAP).
e On note que X est un sous-espace complémenté de ¢,(Z) car I'application

0.(Z Sl
P . p( ) — (n:1 )Kp

(Un)nene + (Poltn))nent

est une projection linéaire continue vérifiant || P|| < C.
e Déduisons-en que X a (UAP). Soit m € N*| F' est un sous-espace vectoriel de X de dimension
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m.
Comme /,(Z) a (UAP), il existe une constante K > 0 telle que, pour tout m’ € N*, il existe
n € N* tel que, si I est un sous-espace vectoriel de ¢,(Z) de dimension m/, on peut trouver un
opérateur 1" : £,(Z) — £,(Z) de rang plus petit que n, vérifiant ||T'|| < K et Tjp = Idpr.

On en déduit qu’il existe n € N*, T : £,,(Z) — €,(Z) de rang plus petit que n, vérifiant ||T']| < K
et Tijp = Idp. Alors S = PoTjx : X — X est de rang plus petit que n, ||S|| < KC et Sp = Idp.
D'ou X a (UAP).

En particulier, X, a (BAP).

Soit Y un espace de Banach vérifiant Y ~ X.

Etape 3 : Y est isomorphe & un sous-espace complémenté de X
* Comme Y ~ X, on a Xy ~ Yy, avec Xy qui a (BAP) d’aprés la remarque 23. Le théoréme
N L

5.4 de |9] assure alors que Y, a (BAP) et ainsi que Y a (UAP). En particulier, Y a (AP).
De plus, comme Y < X, Y a (m,) d’aprés le théoréme 27.
CL

« D’apreés le théoréme 22, il existe alors une suite (H,),en+ de sous-espaces de dimension finie
de Y telle que Y soit linéairement isomorphe a un sous-espace complémenté de (Z Hn) .
n=1 Ly

Le théoréeme de Ribe assure alors qu'il existe K > 1, (F},)nen+ une suite de sous-espaces de

dimension finie de X tels que, pour tout n € N*, H,, soit K-isomorphe a F,,. L’espace (Z Hn)

j> ke N*.
1

Soit € > 0, n €]0,1] tel que =5 < 1 + <. Il existe un n-réseau (z',- - - ) de SF et il existe
k € N* tel que, pour tout i € [[1 N|], on ait :

K 3
(znx;up> >1-7
j=1

£y

est alors K-isomorphe a (Z Fn) :
0

n=1

M?r

x Soit n € N*. Montrons que ’on peut supposer que F,, est de la forme (
J

k
F, — E;
Posons alors T' : " <]Zl J)é . Clairement, pour tout x € F,, ||[Tz| <
P
T = (xj)jEN* — (-7:17 Tt 7xk)

1]
Soit z € F,. Il existe i € [|1, N|] tel que ||z" — z|| < 7. On a alors :

T2l > |T2"| = |T(z =) 21 —n—n=1-2

k
d’ou F), est 1 + e-isomorphe a (Z Ej>
j=1

&y

kn,
On peut donc supposer que F), est de la forme <Z E]-) , kn € N*.
=t ),
P

n=1 \ j=1

oo kn
Or | > <Z Ej> est complémenté dans £,(X), qui est isomorphe a X, d’oit Y est iso-
£p

&y
morphe a un sous-espace complémenté de X.
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Etape 4 : X est isomorphe & un sous-espace complémenté de Y

Appliquons le théoréme 23.

D’aprés la proposition 19, £,(X) est isomorphe a un sous-espace de Yy,. On en déduit que les
07 (Ey), (m,n) € (N*)?, sont uniformément complémentés dans Y. Or Yy, est finiment repré-
sentable dans Y donc, d’apreés le théoréeme de Ribe, il existe une constante A > 1 telle que, pour
tous m,n € N*, £7*(E,) soit A-isomorphe & un sous-espace A-complémenté de Y.

Le théoreme 23 assure alors que X est isomorphe a un sous-espace complémenté de Y.

Etape 5 : Conclusion

D’apreés les étapes 3 et 4, il existe F un sous-espace fermé de X, F' un sous-espace fermé de Y
telsque X Y S E, Y~ X@F. Or X >~ (,(X) d’apres I’étape 1 donc :

X > l)(X) 2 0,(Y)BU,(E) 2 Y@l,(Y)Bl,(E) = (,(X)BY ~ ((X)PXBF ~ () (X)PF ~ XGF ~Y
d’ou le résultat. ]

Nous pouvons désormais montrer le résultat souhaité.

Corollaire 9. Soit (p,r) €)1, +o0[%. Posons X = (Z 83})
n=1 2
(1) Si p < min(r,2), alors, pour tout espace de Banach'Y, on a :

Y~X = Y ~X;
N

(11) Sip > max(r,2), alors, pour tout espace de Banach'Y, on a :

Y~ X = Y ~X.
N

n
T

Démonstration. 11 est clair que les sous-espaces £
dans /.. De plus, ¢, a (UAP) (cf |27]).

(1) Posons s = min(r, 2). D’aprés le théoréme 28, il suffit de remarquer que ¢, est s-uniformément
lisse (cf [23]) pour en déduire le résultat.

(77) Posons s = max(r,2). De méme, d’aprés le théoréme 28 il suffit de remarquer que ¢, est
s-uniformément convexe (cf [23]|) pour conclure. O

n € N* sont uniformément complémentés

Si r = 2, on dispose d’'une preuve plus simple de ce résultat. Avant de ’exposer, rappelons
les inégalités de Khintchine.
On rappelle tout d’abord que les fonctions de Rademacher sont définies par :

Vn € N*, vt € [0, 1], r,(t) = sgn[sin(2"7t)].

Notons que (7, )nen+ est une famille orthonormée de Ls.
144 — FE,
Théoréme 29. Pour toutn € N*, notons E,, = (ry,--- ,r,) et T}, : i

(ai,-,an) = Rl

k=1
Pour tout p € [1,+00], il existe des constantes A,, B, € RT™ telles que :

Vn € N, Va € 0y, Apllallz < || Tn(a)|lz, < Bpllall2.

Sip € [2,400[, on peut prendre A, =1 et, sip € [1,2], on peut prendre B, = 1.
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A Taide de ces inégalités, on montre le théoréme suivant qui, combiné au théoréme 12,
permet de reprouver le dernier corollaire 9.

o0

Théoréme 30. Pour tout p €]1, +o0], < 63) ~ 0,
n=1 2

Démonstration. D’apres la proposition 7, il suffit de considérer le cas p € [2,4+00[. On reprend
les notations du théoréme 29.

e Pour tout n € N*| on note P, la projection orthogonale de Lo sur E,. Notons (,) le produit
scalaire sur Ls.

Notons que, pour toute f € L, C Ly, pour tout n € N*, d’apres le théoréme 29, on a :

1Pz, = ITu(({Fs ri))i=) e, < Boll((Fyme))izillz = BpllPaf iz, < Bpllfll2 < Byl fllp-

e Pour tout n € N*, notons F), I'espace vectoriel engendré par les fonctions indicatrices des
intervalles Iy, = [(k — 1)27", k27", pour k € [|1,2"].
Soit n € N* Pour tout k € [|1,n|], € F),, donc E,, est un sous-espace vectoriel de F,.
Notons que, comme les intervalles I ,, k € [|1,2"|], sont deux a deux disjoints, 'application
définie par :

e = (Fn -llz,)

271/
(ar)i, ~ kzak]k,n
—1

est une isométrie linéaire surjective.

o0 o
e Munissons £, et F;, de la norme ||.||z,. Montrons que (Z Eg) est isomorphe a (Z En)
n=1 Y n=1

P ZP

Pour cela, montrons que 'application v définie par :

S J45 — 3 E,
(R (nl 2>£p (nl )Ep

(xn>n€N* — (Tnxn)nGN*

est un isomorphisme.

o
Pour tout x = (2, )nen+ € < eg) ,ona:
n=1 £p

[e%S) )
STy < 3 Bllaallh = Byl
n=1

n=1
donc 1) est bien définie. Comme 1) est linéaire, 1) est continue et on note qu’elle est surjective.

oo o0
De plus, pour tout = € (Z Eg) ,on a |[¢(z)|| > |lx| donc (Z Eg) est isomorphe a
n=1 Y n=1 l

(£5),
n=1 Vi

e Comme f’application définie par :

P (iFn)@ - <§1En>ep

(«Tn)nEN* — (Pn$n>n€N*
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est une projection bien définie vérifiant :

1
P

Ve = (n)nen- € (ZF) HPmHS<ZB§’IIan’£p> = B, ||
n=1

'espace (Z En) est complémenté dans (Z Fn) :
Ly p

n=1 n=1

(o]
e Montrons enfin que ¢, est isométrique a (Z 6?,”)
- 0
I1 suffit pour cela de noter que 'application définie par :

( N
A P ~ (nzzjlp)e ou g(n, k) = ZQJ—I—I{:

D
(Tp)nen= ((wg(n,k) )i:l)nEN*

est une isométrie linéaire surjective.

o0
e Finalement, on en déduit que <Z @g) est isomorphe a un sous-espace complémenté de ¢,,,
zP

d’ou, d’apreés le théoréme de Bessaga-Pelczynski, ( > 63) est isomorphe a £,,. n
- 0

Corollaire 10. Soit p €1, +oo[, X un espace de Banach. On a :

X ~ (i@) == X~ (ié?)
N n=1 £ n=1 £

Démonstration. Ce résultat est une conséquence directe du théoréme précédent et du théoréme
12. O

Pour terminer ce mémoire, montrons en annexe que les types de Rademacher et d’Enflo
coincident. Ce résultat, trés attendu, a été récemment prouvé par Paata Ivanisvili, Ramon van
Handel et Alexander Volberg (cf [14]).
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A Article "Rademacher type and Enflo type coincide"

L’objectif de cette partie est de montrer que les types de Rademacher et d’Enflo, définis
plus loin, coincident, et de donner une condition nécessaire et suffisante permettant d’énoncer
I'inégalité de Pisier avec une constante indépendante de la dimension.

A.1 Préliminaires

Commencons par introduire un peu de vocabulaire.

Définition 27. Soit X un espace de Banach, n € N*, f : {-1,1}" — X, j € [|1,n]].
e La j-ieme dérivée partielle discréte de f sur le cube {—1,1}" est la fonction :

{-1,1}" - X
Djf T = (.Il,"' ’xn) N f($17"' y Lj—1,Lj, Tjq1,y 7xn) _Qf(xlv s Lj—1, =Lj, Ljg1, " wrn)

e Le Laplacien de f sur ce cube discret est Af = —> D,f.
j=1

Définition 28. Soit (X, |.||) un espace de Banach, p € [1,2], q € [2,400[, (€n)nen+ une famille
de variables aléatoires indépendantes de loi de Rademacher.
e On dit que X est de type p-Rademacher s’il existe une constante C' > 0 vérifiant :

n p n
> e ) <Pl
j=1 Jj=1

Vn € N* V(zy, -+ ,x,) € X”,]E(

On note alors Tf(X) la plus petite constante C' possible vérifiant cette inégalité.
e On dit que X est de type p-Enflo s’il existe une constante C' > 0 telle que, pour tout n € N*,
pour toute fonction f:{—1,1}" — X, on ait :

g (|12

) <SRN

On note alors TpE(X) la plus petite constante C' possible vérifiant cette inégalité.
e On dit que X est de cotype q(-Rademacher) s’il existe une constante C' > 0 vérifiant :

n q
E €y ) .
=1

On note alors Cy(X) la plus petite constante C' possible vérifiant cette inégalité.

Vn € N*V(zy, - x,) € X" ||ayl|? < CUE (

=1

Remarque 24. Notons que l'on pourrait définir plus généralement le type d’Enflo pour un
espace métrique, alors que le type de Rademacher est une notion purement linéaire.

Commencgons par énoncer un premier résultat immédiat dont nous aurons besoin par la
suite.
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Lemme 13. Soit (X, ||.||) un espace de Banach, q € [2,+o0[, p € [q, +00].
Si X est de cotype q, alors X est de cotype p et Cp(X) < Cp(X).

Démonstration. Soit (,,)nen+ une famille de variables aléatoires indépendantes de loi de Rade-
macher. Supposons que X soit de cotype q.

Pour tout n € N*, pour tout (xy, - ,z,) € X", comme ¢ < p, on a :
n % n p %
(> ijnf’) > ||xj||q> <o ([San ) < com([Son]
j=1 J=1

d’ou le résultat. O

Remarque 25. On montre de la méme maniére que si X est de type p-Rademacher (p € [1,2]),
alors, pour tout q € [1,p], X est de type q-Rademacher et TqR(X) < TPR(X).

Afin de montrer que les types coincident, nous aurons besoin de quelques notions concernant
les fonctions convexes.

Définition 29. Soit X un espace de Banach, f: X — [—o00,+00] une fonction.
e La conjuguée de Fenchel de f est la fonction suivante :

{X* —  [—00, +0]
f*.

vt sup{(et o) — f2))

e On peut considérer la fonction conjugée de f*, appelée biconjuguée de f, et notée f**
e On dit que [ est semi-continue inférieurement en x € X si, pour tout ¢ > 0, il existe n > 0
tel que :

Ywe X, lz—yll <n = fly) > fz) -

e On dit que f est semi-continue inférieurement si, pour tout v € X, f est semi-continue
inférieurement en x.

Remarque 26. La fonction f* est conveze et si f n’est pas constamment égale a 400, alors
f* ne prend jamais la valeur —oo.

Admettons le théoréme suivant, dont on pourra trouver une preuve dans [5].

Théoréme 31. Soit X un espace de Banach, xo € X, f: X — R une fonction convexe semi-
continue inférieurement en xg.
Pour tout a < f(xg), il existe x* € X* tel que :

Ve € X, 2" (x) — 2" (x0) < f(z) — a.
Proposition 27. Soit X un espace de Banach, f : X — R une fonction. On a :

(13) St f est convexe et semi-continue inférieurement, alors f‘*; = f.

Démonstration. Notons tout d’abord que, pour tout z € X, on a :

[ (@) = sup {(2%,x) — f*(27)}.

rreX*
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(1) Soit x € X, z* € X*. Par définition de f*, on a :

[H(@®) = (2", x) = f(x)

donc :
f(x) = (2", z) = [(27)

d’ot, pour tout x € X, on a :

f(x) = sup {(z",2) — [*(2")} = [ (2).

rreX*

(1) Supposons f semi-continue inférieurement. Soit xy € X. On sait par (i) que f**(zo) < f(zo).
I1 suffit alors de montrer que, pour tout o < f(xp), on a a < f**(zy).
Soit donc o < f(xg). D’apres le théoreme 31, il existe z* € X* tel que :

Ve e X, 2" (x) — 2 (xp) < f(z) — a.

On en déduit que, pour tout z € X, 2*(z) — f(z) < 2*(z9) — a d'ou f*(2*) < 2*(x9) — a. On
a donc :

0 < @) — () < 7 (x0)
d’otu le résultat. O

On dispose du résultat suivant concernant le laplacien :

Lemme 14. Soit X un espace de Banach, n € N*, (¢)yen+ une famille de variables aléatoires
mdépendantes de loi de Rademacher.
(1) Pour toutes f:{—1,1}" = X et g : {—1,1}" = X*, on a :

E({g(c), Af())) = E((Ag(e), f(e)));

(17) Pour toutes f: {-1,1}" - X et g: {—-1,1}" — X*, on a :
E({9(e), Af(e)) = — ZE[(ng(g)),Djf(ém

Démonstration. Soit f: {—1,1}" - X et g: {—1,1}" — X*.
(4) 1 suffit de montrer que, pour tout j € [|1,n|], on a E({g(e), D;f(€))) = E({D;g(¢), f(€)))-
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Soit j € [|1,n|]. On a :

= i <g(x1 e ) f(a:l"“ ,$n) _f(xl"” y Lj—1) =Ljs L1, " >$n)>
2 (x1,@n)e{-1,1}" 2
1
= on+1 Z <g<$1, 7‘rn)7f<x17"' 7In)>
(z1, xn)E{-1,1}"
- <g<x17 e 7xn)7 f(mlv X1, =X, T4, wxn))
(z1,zn)e{-1,1}"
1
= on+1 Z <g<33'1, 7xn)7f<x17'” 7xn)>
(1, xn)E{—1,1}"
- <g($1, X1, =X, L1, 7xn)7 f(xla e 7'7;71))

(z1,,zn)e{-1,1}7

]_ gml’...7ajn _gx17...’x._1’_x.7x. 17...7‘%‘”
:2_n Z <( ) ( J Jo 9+ )7f(x17"'7xn>>

(z1, a0 ) €{-1,1}"

= E((Djg(e), f(¢)))
dou E((g(e), Af(e))) = E((Ag(e), f(¢)))-

(77) Notons que, pour tout j € [|1,n]], on a :

E({g(e), D;if(e))) = El(2D;g(c) = g(er, -+ €51, =€j5 €541, -+ 5 2n), D; f(€))]

— 2E((D;g(c), Dy () + ELg(e), Dyf(er, -+ 1 2jts—2pEpps- - 120))
— 2E((D, (), D3 (2))) — E({g(e), D,/ ()))
done E({g(c), D /(2))) = E((Dyg(e), Dy ())) don :
E((9(e). AF() = — S E((9(e). Dif(e))) = — 3 EUD9(e), Dy f(2))

ce qui assure le résultat.

Remarque 27. En particulier, pour tout t € R*, pour toutes f : {—1,1}" — X et g :
{-L,1}" > X*, ona :
E((g(e), Pf(€))) = E((Ryg(e), f(e)))
ot P, := et?.
Pour la suite, fixons un entier n € N*, un espace de Banach (X, |.||), ¢ = (€,)nen+ une
famille de variables aléatoires réelles indépendantes et identiquement distribuées (iid) de loi
de Rademacher. Introduisons également, pour tout ¢ € RT, une famille £(t) = (&,(t))nen+ de
variables aléatoires réelles, indépendante de ¢ vérifiant :

_l4et 1—et

2

Vj e N%P(E(t) = 1) et P(&;(t) = —1)
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et la famille de variables normalisées (t) associée :

&) —E) _ &) —e

Vi e N, §,(t) =

Var(¢;(t)) 1 —e2t
Le lemme suivant nous sera d’une grande utilité dans la suite :
Lemme 15. Soit f : {—-1,1}" — X, j € [|1,n]|].
Pour tout t € RT, pour tout x € {—1,1}", on a :
et : ]
D;FP f(x) = W]E[fsj(t)f(%fl(t)v o Taéa(t))]-
Démonstration. Pour tous t € RT, z € {—1,1}", on pose Q;f(x) = E(f(x1&1(t), -+, 2,&.(2))).
Soit t € RT. Par définition de £(t), pour tout € {—1,1}", on a :
el et
Qf@)= > |I1I T] f@i&r, ana)
ce{-1,1}n Lj=1
et, pour tout x € {—1,1}", pour tout j € [|1,n]] :
Tl Get| 1 - et
Quf (@1, Tjo1, =T, Ty, -, T) = Z H - _tf(xlfla"' , ).
X 2 1 + §je
fe{-1,1}" Li=1
Or, pour tout v € {—1,1}, on a :
1 1— et ye~t ve t(1 — yet et _
S\ 1= —t | — —t : 2—2t): —2t(7_6t)
2 1+~e 1+~e 1 —~%e 1—e
d’ou, pour tout ¢t € RT, pour tout x € {—1,1}", pour tout j € [|1,n|], on a :
D;Q.f(z) = Quf (@) = Quf (w1, - 7?—17 —Tj, Tjy1, 5 Tn)
(14 Get] 1 ( 1 —gje—t)
= > ;1= ) @&, w8)
ot
cef{-1,1}» Li=1 2 ] 2 1 +€Je
[ 1+ &e_t— et —
= Z H 2 1 _ 6,275 (gj —€ t)f($1§1’ Tt 7‘/'1771571/)
cef—1,1}m Li=1 |
e’ Tl&e | & —EE1)
= A CTSPRERI )
T EE{—ZLI}" H 2 Var(&;(t))
1
= ——=E[5;(t) f(z1&0(t), -, zu&n(t))]-
et —1
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Pour conclure, il suffit de montrer que, pour tout t € R*, Q,f = P, f.
Pour tout ¢t € R*, pour tout z € {—1,1}", on a :

Corm= Y | TR | )

56{—1,1}” Jj=1 ;;;
_ - gje_t - 1+ &e_t
B _Z Z 1+ et H 5 fl@ia, - 2060)
Jj=1¢e{-11}" i=1 i
. 14 et 1 1—¢&et
3 S (1) e e
Jj=1 ¢e{-1,1}n Li=1 J

_ Z D;Q.f(x) = AQ,f(x)

donc la fonction ¥ : t € RT s e *AQ, f est constante égale a ¥(0) = f d’oi1, pour tout t € R,
Qif =ef =Pf. O
A.2 Les types de Rademacher et d’Enflo coincident

Avant d’arriver au résultat désiré, montrons un dernier théoréme.

Théoréme 32. Soit f : {—1,1}" — X, ¢ : X — R une fonction convexe semi-continue
inférieurement. On a :

E[6(f() — E(f(2))] < / "E

¢ (g Z;éj(t)Djf@))] du(1)

ot j1 désigne la mesure de probabilité sur RT ayant pour densité la fonction :

2 1
teRT — = .
T €2t—1

Démonstration. D’aprés la proposition 27, on a :
Vi € X.0(x) = sup {{z.2) ')} ()
donc :
16 (/(6) ~ B(F))] = B | sup {(s.£(6) = BE) — (21}
e Montrons que :

Elp(f(e) —E(f(e))] = sup {E[{g(e), f(e) - E(f(e))) — ¢7(9())]}

g{-11}n—X

L'inégalite  sup ~ {E[(g(¢), f(e) —E(f(€))) — ¢"(9(e))]} <E {sup {(z, f(e) —E(f(€))) — ¢"(2)}

g{-1,1}"—=X zeX™
est immeédiate.
De plus, pour tout n > 0, pour tout x € {—1,1}", il existe g(z) € X* tel que :

{g(x), f(x) —E(f(e))) — ¢"(9(x)) = sup {(z, f(2) —E(f(€))) — ¢"(2)} —
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donc, pour tout n > 0 :

sup  {E[{g(e), f(e) = E(f(e))) — ¢"(9(e))]}

g{-1,1}"—>X

. { > ((h(ﬂﬁ),f(x)—E(f(e)D—cb*(h(:v)))}

2% e
h{-1,1}n—>X re{—1,1}n

> 5 (5w e S - BUE) - 02 )

sef—1,1n FEX

_E {sup (= (&) — B(F(E) — ¢*<z>}} —q

zeX*

d’ou I'égalité.
Fixons g : {—1,1}" — X*. Comme Pyf = f et que, d’aprés le lemme 15, tlim P.f =E(f(e))
—00

car tlim £(t) = € en loi, le théoréme fondamental du calcul intégral assure que :
—00

El{o(e).£6) - B e = -E [ (o). [ - arsea)).

Comme, pour tout z € {—1,1}", g(z) est continue, par définition de I'intégrale de Bochner, on
a:

Ello(e) )~ B = [ [ (sen g rs@) ] - [T [ (s Grre)|

la derniére égalité venant du fait que ’espérance est une somme finie.
On a donc :

E[{g(e), f(e) —E(f(e))] = —/O E [(g(e), AP f(e))] dt
S /O+OOIE [{g(e), BAf(e))] dt car BA = AP,

= /+OO E [(Pg(e), Af(e))] dt par la remarque 27
0

- /Jroo iE (D;Pg(e), D;f(e))] dt par le lemme 14.
0o

e Soit t € R*. D’apreés le lemme 15, si on note €£(t) = (£1&1(¢), - -+ ,en&n(t)), on a :

> B, Rg(e) D) = 3B [{ <ol 0uleto) 0,1 )
_ \/62}7_1jZIE[(g(&f(t)),5j(t>Djf(5)>]
1 n
— mE <g(s£(t)),jzl5j(t)Djf(€)>]
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e Notons que les vecteurs aléatoires £(t) et & suivent la méme loi.

En effet, pour tout x = (21, ,z,) € {—1,1}", on a:
Pes) =0 = Y P(s= (2o ) et =) e =)

ye{-1,11n W Yn
ye{zl,l}" (A Yn
1 1

= o > P(f(t)zy)zz—n

ye{-1,1}n
=P(e =)

donc E[¢~(g(¢))] = E[¢"(g(££(2)))]-

e On en déduit que :

Bllg(e), £(2) = BUE))] — BL6* (6(2))
- [ <g(6£(t)),z5j(t)Djf(6)>] n(t)~ [ Bl (o(e€e))ldutt)

+00
:/ E
0

dpu(t)

<g<ef<t>>, 5> 5j<t>Djf(€)> - 6" (g(et (1))

d’ou le résultat. ]
Nous pouvons désormais montrer que les deux types introduits coincident.
Théoréme 33. Soit X un espace de Banach, p € [1,2]. On a :

ﬁWSWWSEWM-

Démonstration. e Montrons que T,7(X) < TF(X).
{-1,1}" —- X

(Y1, ) DD YT
j=1

Soit n € N*, (21, ,x,). Onposef:{ .On a:

E( 3 ) :E(Hﬂa) — i

n
E :5%”]'
j=1

donc TF(X) < TF(X).
e Montrons désormais que T (X) < %TPR(X). Soit n € N*, f: {-1,1}" — X.

< SE (1)~ BUEIP) + 5E (17 (—2) — E(f (=) IP)
~E(If(5) ~EG@)IP)

) < (T Y E (D EIP) = (TE)) S P

«x Comme ¢ et —e ont la méme distribution et que ||.||” est convexe, on a :

E (‘ % ) _E (Hf<e> — E(f(g)) — g(—e) — E(f(—2))]
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Le théoréme 32 avec la fonction convexe semi-continue inférieurement ¢ = ||.||” donne :
fe) = f(=¢)

P
Soit t € RT. Pour estimer E [Hzg;l 6j(t)Djf(5)H ], utilisons un argument de symétrisation.
Introduisons £'(t), copie indépendante de £(t) et &/, copie indépendante de .

* Montrons que :
n p p
j=1

> 6;(t)D;f(e)
Soit € = (e1,- -+ ,e,) € {1, 1}", & = (&, -+ ,fn) e {-1,1}"
D’aprés 'inégalité de Jensen, comme ||.||P est convexe, que la composée d'une fonction affine et
d’une fonction convexe est une fonction convexe et que les composantes de £'(t) sont indépen-
dantes, on a :

]du()

) <E(If() - EGE)IP) < /

D;f(e)

Var f]

SE&(@< % +Z \/%D]f(e) P)

:Em( N LS \/\%DJ( >+i%@f@ )

< Eiey0.60(0) ( \/\% 1f(e )+%D2ﬂe)+§%@ﬂe) p)
'<E ( Var e i) if(€) p)

S 6,0 S0 50 5 re

([ [ o)
Varg, (1)

* Comme, par symétrie, £(t) — &'(t) et ((&;(f) — §j( )))j—, ont méme loi, on a :

> N\ L& -6 ’
( Var@ ) E(;a/w@(» Difte) )

= Ee .00 Ee ( Z%%DJ(@) )
< THXY iE ( )

&(t) — &i(t)
) E(||D; f()|P).

D;f(e)

vag )

L ey Sog (|80 50
=) ZE( Var 6, 0)

j=1
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% Or 1 < p < 2 donc, d’aprés 'inégalité de Jensen, pour tout j € [|1,n|], on a :
-0\ (160 -g0PE) _ (EGO -0\
: ( VarlG, (1) ) - ( ‘ Var(6, () ) (e ) =2

puisque &’(t) est une copie indépendante de &;(t).
On a donc montré que :

E (Hf(E) —Qf(—€)

[NJiS)

)< [ B S EUD st

- (Smeo) > E(IDSEI)

[N ™
D'ou TF(X) < ETPR(X). m

A.3 Inégalité de Pisier

La preuve du théoréme 33 aurait été immédiate si une inégalité de Pisier avait été vraie avec
une constante indépendante de la dimension n. L’inégalité est la suivante : pour tout n € N*,
pour tout p € [1,+o0], il existe une constante C' > 0 telle que :

) (%)

SUTNE
ol € et J sont des vecteurs indépendants, de loi uniforme sur {—1,1}".
En effet, si cette constante avait été indépendante de n, au moins pour tout espace X de type
p-Rademacher (p € [1,2]), pour tout n € N* et pour toute f: {—1,1}" — X, on aurait eu :
n p
fle) — f(=e)
a (|22 o ([3250.0
j=1
SXOPY D fEP| =
j=1

(CTHX)P Y E(ID; f()II")
Le deuxiéme résultat principal de I'article est le suivant :

Vi A{=11" = XCE(]| f(e) — E(e)|P) < CPE (

) <E(I/(c) - EQ)|P) < CVE.

< C"E.

J=1

Théoréme 34. Pour tout espace de Banach X et pour tout p € [1,+00[, l'inégalité de Pisier
(%) est vraie avec une constante indépendante de la dimension n si et seulement si X est de

cotype fini.
Pour prouver ce théoréme, nous aurons besoin du résultat de dualité suivant :

Proposition 28. Soit p €]1,+00|, ¢ son exposant conjugué, (X, ||.||) un espace de Banach,
(S, 7, 1) un espace mesureé.
Ly(S:X7) — L,(8;X)"
L’application J : T { L,(S;X) — R est une isomé-
g 9 f = [sla(s), £(s))du(s)

trie linéaire.
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Démonstration. Soit g € Lq(S; X*) telle que [|g||z,(s;x+) = 1.
e Commencons par montrer que .J est bien définie. On note que, d’aprés 'inégalité de Holder :

VfeL, sx/| s))|du(s) /||g

donc, comme J, est linéaire, J, € L,(S; X)* et ||Jglz,s:x)+ < 192, (5:x%)-
e Comme J est linéaire, il suffit de montrer que ||Jy| 1, (s,x)- > 1.

Par définition, il existe une suite (g,)nen+ de fonctions étagées vérifiant lim g, = ¢ dans
n—-+o0o

F(s)lldu(s) < lgllzy

X (S;X)

L,(S; X*). Soit € > 0. Il existe n € }0,%[ tel que (1—n)2>1— g.
Montrons que || Jg||z,(s:x)« > 1 — €.

Il existe n € N* tel que ||g — gnl/z,(s:x+) <7 < <. On a alors :

Do M

g
||JgHLp(S;X)* > HJgnHLp(S;X)*_HJgfgnHLp(S;X)* > HJgnHLp(S;X)*_Hg_gnHLq(S;X*) > HJgnHLp(S§X)*_§

donc il suffit de montrer que ||.Jy, ||z, (s;x)» > 1 — %

Comme g, est une fonction étagée, que I'on peut supposer non nulle quitte a réduire ¢, il existe
N e N* z37,--- ay € X*\ {0}, Ay, , Ay € & deux a deux disjoints vérifiant, pour tout
N

ke [|1,N]], 0 < u(Ag) < 400, tels que g, = Z xplla, .

Pour tout k£ € [|1, N|], il existe z;, € Sx tel que (xk,xk> (1—mn)
x* Cas 1 <p < 400 :

laplly,. On a

. et A) = lgalld, gy # 0

N
= llzil
k=1

et, comme les Ay, k € [|1, N|] sont deux a deux disjoints :

N N
Ton(£) = 3 HA I i ) 2 3 (A i (1 =)
k=1
> (= Dl s 2 (L s ol — g = o)
> (1= | yis0) = (1——)ufHL,,<SX

d’ou le résultat.

x Cas p = 400 :
N
Posons f = ) x;14,. Comme les Ay, k € [|1, N|], sont deux a deux disjoints, on a :
k=1
1)) = g el =1
et :
N N
Z,u (Ap)(xy, zx)
k=1 k:l
2 8
= A =nllgallaesixy =2 X =m)"21-7
d’ou le résultat. ]
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Remarque 28. Sip € [1,+o0[ et que S est fini de cardinal N € N*, on note que :
Ly(S; X*) = Y(X*) = 0(X)* = L,(S; X)".
De méme, si S est dénombrable, on a L,(S; X*) = L,(S; X)*.

Le théoréme suivant est une amélioration du théoréme 32 dans le cas ou ¢ = ||.||7.

Théoréme 35. Pour tout p € [1,+o0[, pour toute f:{—1,1}" = X, on a :

(E[I£() - E(f(&)I7))> < W/OME( (D, f(e) )pdu(t)-

Démonstration. Soit p € [1,4o00|, f: {—1,1}" — X. Notons g €]1, +o0] I'exposant conjugué
de p.
D’aprés la proposition 28, on a :

(B[ /() — E(f()IF))> = sup {E[g(e), (&) = B(F )] g {-1,13" = X", llgllzy-rymxy < 1}

En reprenant la preuve du théoréme 32, pour toute fonction g : {—1,1}" — X* on a:

E[(g(e), f(e) —E(f(e))] = /;OOE < 25 >] dpu(t)
< /O+OOE lg(e€(t) 25

Or, pour tout t € RT, ¢ et €£(t) ont la méme loi donc, d’aprés U'inégalité de Holder, pour toute
fonction g : {—1,1}" — X vérifiant ||g||z,-1,137x+) < 1, on a:

(e

]du()

E[(g(e), f(e) = E(f(¢)))] S/O OOI!QI!L(,({—M}”;X*

+oo
<f/ E
=3/

d’ou le résultat. O

] p dp(t)

Définition 30. On dit qu’une variable aléatoire réelle £ est symétrique si & et —& suivent la
méme [o1.

Mentionnons les résultat suivant, donc on pourra trouver une preuve respectivement aux
pages 79 et 21 de [13] :

Théoréme 36. Soit S, o/, 1) un espace mesuré, q € (2,400, (2,P) lespace de probabilité sur
lequel est définie (€, )nens. Supposons X de cotype q.
Pour tout N € N*, pour toutes fi,--- , fx € LU(S), pour tout (z1, -+ ,xn) € XV, on a :

).

Q|-

Tn T

1<n<N

1 +o00
< Cq(X)qq/ max pi(|fa| > t)7dt E(
0

L1(Sx;X)
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Théoréme 37 (Inégalité de Kahane-Khintchine). Soit 0 < p < ¢ < +00.
Il existe k,p, € R telle que, pour tout espace de Banach X, pour tout N € N*, pour tout

(r1,--+,zy) € XN, ona :
a\ N P\
n=1

N
]E<
n=1
q—1

De plus, si1 <p<q<-+00, on a :
p—1

Tn Tn

Rep <

Grace a ces deux théorémes, on peut prouver le résultat suivant :

Théoréme 38. Soit ¢ € [2,+00[. Supposons X de cotype q. Soit (N, )nen une famille de va-
riables aléatoires réelles symétriques indépendantes et identiquement distribuées, indépendante
de €.

Pour tout n € N*, pour tout (x1,--- ,x,) € X", pour tout p € [1,+00], on a :

p % “+00 n p %
E ( ) <I,, / (|| > £) 7w deE ( )
j=1 0 i=1

L Z €jT;
ot Ly, = LC,(X) max <1, \/%) , avec L une constante universelle.

Démonstration. Soit n € N*, (z1,--- ,x,) € X", p € [1, +00].
Commengcons par voir que, pour tout j € [|1,n|], n; et £;n; suivent la méme loi En effet, pour
tout j € [|,n|], pour tout borélien B de R, on a :

L
P(ejn; € B) = E, [Ey; (1e,n,en)] = Ee)[Ey, (Ly,e8)] = P(n; € B)
Raisonnons ensuite par distinction de cas.

e Casp=q:
D’aprés le théoréme 36, on a :

“(Sef) -=((Eene])

Y R
Cy(X)e* [ Pllm| > t)ide B (
0

Z €N T

IA

E Enln

.

Tn

In(2)

+o0
<" C,(X) / P (|1 | >t)maxl<w>dt-E<
0

1
P>p

car la fonction r € Rt — @ atteint son maximum en x = 2.

e Casp>q:
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D’apreés le lemme 13, X est de cotype p et Cp(X) < C,(X) donc, d’aprés le théoréme 36, on a :

(Sl (Sl |
)

Zﬁj%‘ Z%’Wj
T e
SCP(X)pP/ P(lm| > t)3dt - E
0
> entn
j=1

In(2)

+o0 1
S e 2 C X ]P) 7’]1 > t max(q,p) dt . E
! 0

p) H
e Casp<aq:
Notons tout d’abord que, d’aprés le théoréme 36, on a :

p % q % +oo
E < ) <E ( ) <" 0,(X) / P(|i| > t) e dt-E (
j=1 7j=1 0

Or: % si 2 <p, comme on a :

o e e

le théoréme 37 assure que :

1
n a\ ¢ n
lg—1
n=1 pP— n=1

‘lL‘j 'l’j Tn

1
(1>q

"@I»-Q

E Endn g Endn

x si g <2, d’apres le théoréme 37, on a :
1
2 n
< ko E ( >
n=1

n a\ g
(g) =
n=1
L
) </@21\/7 (Ze’fnﬂfn

n
< kg 1 E (
n=1
* 81 p < 2 < q, toujours d’apres le théoréme 37, on a :

D Entn
n q %
E ( > S /{qVQE
n=1

1
p>p
)

E Endn

) =i

T Tn

)

n=1
1 " "\
< \/51“62,1 Vq—1—72E Zgnxn
\/5 n=1
< V2hy 1\/7 < T ) .
On a donc bien le résultat avec L = v/2e"s" max(1, ko). O
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On peut alors prouver le sens réciproque du théoréme 34 :

Proposition 29. Soit ¢ € [2,+0c0[. Supposons X de cotype q. Soit (6n)nen+ une famille de
variables aléatoires de loi de Rademacher.
Pour tout n € N*, pour toute fonction f: {—1,1}", pour tout 1 < p < +o0, on a :

ZéDf )

3
ou K,, = KCy(X)pmax <1, (%) 2) , avec K une constante universelle.

E[llf(e) —E(f ()] < K¢ E (

Démonstration. Pour tout ¢ € RT, notons &'(¢) une copie indépendante de £(t).
e Soit t € R*. Notons que, pour tout r € [1,+00[, on a :

éﬁ}wg®_&@”>$”“?A%(1—§>awﬁm0i%

_ /02 (1@ (1 _ %2 > 51(t)) P(¢/(t) = 1) + P (fl(t) > 3; _ 1) P(¢! (1) = —1)>ids

- | @R = DB = —1)fds =2 a2

Or, on a vu dans la preuve du théoréme 33 que, d’apres I'inégalité de Jensen, on a :

E(é 00,56 ) ( y

_ 1_%@5&@(”@@—ww
I—e =RVAZIGIO)

On déduit alors du théoréme 38 que, pour tout ¢t € R :

E( (DD, f(2) )S%ﬂ< EU)<

1 400 L p
S—Tr;a(& v EW&@—@WN>smemg E( s
‘7:

1
— 21_max1(q D) L 1 t m‘xx(q p) QE ’
= 7 Lgp(1 — €~
l

& -&®)

Var §] ) Dif()

D;f(e)

i

W
))

W%ﬁ D, £(2)

Zapf

< 2L,,(1 — e 2wt 2R (
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e Observons désormais que :

“+o0o
E\/ (]_ —e )max(q p) Qd/,b
2 Jo

+o00 1 —e 2t max(q ) eft
/ dt
V1—e2t 1 —e2

+
/ 2t) maX(q P dt

400 1
/ H(1 — ety man ' dt car max(p,q) > 1

I
8

[e=]

IN
(=)

u=l-e” / UW du:maX(q,p)-
0

e On déduit donc du théoréme 35 que :

1 o " P %
(E[l[f(e) =E(f(DIPD)? < 5 /0 E( Z5j(t)Djf(€) > dp(t)

PN\ 3 oo
™ 1 _1
) 5 a— s i)

1
P)p

<2L,,E <

> 4Dif(E)

<2L,,max(q,p)E (

i (e)
=1
L
7j=1

> 4Dif(E)

avec K = 2L, ce qui assure le résultat. O

La proposition suivante prouve, quant a elle, le sens direct.

Proposition 30. Si X n’admet pas de cotype fini, alors, pour tout n € N*, pour tout p €
[1,4+00], il existe une fonction f: {—1,1}" — X wvérifiant :

Démonstration. e D’aprés un résultat de Talagrand (cf [28]), pour tout n € N* pour tout
p € [1,4+o0], il existe une fonction g : {—1,1}¥ — ¢ vérifiant :

E(llf(e) —E(fEDI") = CF, E(

n
ot Cyp = Cln (9—) , avec C' une constante universelle.
D

E(llg(e) — E(g(2) %) > el ( )

avec ¢ une constante universelle.
e D’aprés le théoréme de Maurey-Pisier (cf [24]), comme X d’admet pas de cotype fini, 'espace

96



(s est finiment représentable dans X donc, pour tout N € N*, il existe T : £¥ — X linéaire
vérifiant :
Vo € 3, 2]l < T2l < 2[12]| oo

e Considérons désormais n € N*, p € [1,+00[. On pose C' = §, constante universelle. Notons

g la fonction donnée par le résultat de Talagrand et T I’application linéaire donnée par le
théoréme de Maurey-Pisier avec N = 2".
Comme T est linéaire, application f =T og:{—1,1}" — X vérifie alors :
1 1
E(£(e) =E(f(eDI")r = E(TTg(e) — E(g()]II")>
> Ellg(e) — E(g(e))I%]

> cIn <%) E (‘ iéijg(a)

hSA

1
p P

[e.9]

1
P)F

T (i 5ij9(€)>

1
p>p

ce qui assure le résultat. O

( > 4Dif(E)
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