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Introduction

Lorsqu’on cherche a classifier les espaces de Banach en fonction des propriétés qu’ils pos-
sedent, on est amené a étudier la stabilité de ces propriétés a travers certains type d’applications.
Par exemple, si 'on s’intéresse a la structure algébrique d’un Banach, on va considérer des iso-
morphismes ou des isométries linéaires, alors que si ’on s’intéresse seulement a sa structure
topologique, considérer des homéomorphismes suffit.

Si c’est la structure grossiére d’un espace qui nous intéresse, on va considérer des plongements
grossiers tandis que les plongements uniformes seront plutét utilisés pour conserver des pro-
priétés infinitésimales.

Le fait qu'un espace de Banach se plonge grossiérement dans un espace de Hilbert si et seule-
ment si il se plonge uniformément dans un espace de Hilbert suggére un lien entre les structures
grossiére et uniforme. Cependant, dans le cas général, on ne sait pas si I'existence d’un plonge-
ment uniforme implique I'existence d’un plongement grossier, et réciproquement.

Cependant, Rosendal a montré (cf [6]) que si un Banach X se plonge uniformément dans
un Banach E, alors, pour tout p € [1, +00], il se plonge fortement dans ¢,(E) et que l'existence
d’un plongement grossier uniformément continu dans E implique 'existence d’'un plongement
fort dans ¢,(E). Avec des hypotheses plus fortes, il raffine ce résultat : I'existence d’un plonge-
ment uniforme d’'un Banach X dans la boule unité fermée d’'un Banach F entraine I’existence
d’un plongement grossier uniformément continu de X dans E @ FE. Il a également prouvé que
si (X, E) est un couple de Banach vérifiant : [pour tout 1-réseau N de X, toute application
lipschitzienne f : N' — E admet un prolongement F' : X — E uniformément continu (x)],
I'existence d’un plongement grossier de X dans E implique 'existence d’un plongement fort de
X dans £,(E), pour tout p € [1,+o0.

La premiére partie de ce mémoire est consacrée a la preuve de ces résultats.

Rosendal s’est alors naturellement demandé si tout couple de Banach vérifiait (x). Un résultat
de Naor (cf [4]) répond par la négative a cette question en exhibant un couple de Banach (X,Y)
ne vérifiant pas ().

Nous reprendrons la preuve de ce contre-exemple dans la deuxiéme partie.

Il existe toutefois des espaces se comportant trés bien vis-a-vis du prolongement des applica-
tions lipschitziennes. En particulier, on peut toujours prolonger une application lipschitzienne
a valeurs dans R, C, R", /., ou encore ¢y, en une application lipschitzienne, ce qui fait 'objet
de la troisiéeme et derniére partie de ce mémoire.



1 Quelques résultats obtenus par Rosendal

Avant d’énoncer les premiers résultats, introduisons un peu de vocabulaire.

Définition 1. Soit (M, d) un espace métrique, 0 < A < B. On dit qu’un ensemble N' C M est
un (A, B)-réseau de M si :

(i) pour tous x #y € N, d(z,y) > A;

(i) pour tout z € M, il existe x € N tel que d(x,z) < B.

Si B = A, on dit simplement que N est un A-réseau de M.

Définition 2. Soit (X,d) et (Y,6) deux espaces métriques, o : (X,d) — (Y,0) une application.
e Le module de compression de o est 'application :

'{]R+ — R¥
Pri\ b s int{8(o(a),o(b)); (a,b) € X2, d(a,b) > t}

avec la convention inf @ = +o00;
e Le module d’expansion de o est l'application :

o { Rt — R* .
7 t — sup{d(o(a),a(b));(a,b) € X? d(a,b) <t} ’

e On dit que o est un plongement uniforme si lirn+ wy(t) = 0 et que, pour tout t € R,
t—0

po(t) >0;

e On dit que o est bornologique si, pour tout t € R, wy(t) < 400 ;

e On dit que o est un plongement grossier si o est bornologique et que tlim po(t) = +o0;
—00

e On dit que l'application o est non-évanescente s’il existe to € R tel que, pour tout t > tg,
on ait py(t) >0;
e On dit que o est un plongement fort si o est un plongement a la fois uniforme et grossier.

Remarque 1. e En reprenant les notations de la définition précédente, on dit que o est uni-

formément continue st lim+ wy(t) = 0, et, dans ce cas, on appelle également w, le module
t—0

d’uniforme continuité de o ;
e Un plongement uniforme est non-évanescent.

Il peut arriver qu’une application uniformément continue soit automatiquement bornolo-
gique. C’est en particulier le cas si I'espace de départ est métriquement convexe, comme le
montre la proposition 1 ci-dessous.

Définition 3. Un espace métrique (X, d) est dit métriquement convexe si pour tout (z,y) € X?,
pour tout A €]0, 1], il existe z) € X vérifiant :

d(x,z\) = M(z,y) et d(y,zy) = (1 — N)d(z,y).

Remarque 2. Tout espace vectoriel normé (X, ||.||) est métriquement conveze. En effet, soit
(z,y) € X2, X\ €]0,1], si on pose 2y =x — Nz —y), on a :

[z =zl = Mz =yl et [ly =zl = 1 =Mz =yl

Proposition 1. Soit (X,d), (Y,0) deux espaces métriques, f : X — Y wune application uni-
formément continue. On note wy son module de continuité et on suppose (X, d) métriquement
conveze.

On a alors : pour tout s € R™, wy(s) < oo.



Démonstration. Puisque f est uniformément continue, on a Pr% wy(t) = 0 donc il existe n > 0
%

tel que pour tout t € [0,7], wy(t) < 1.

Soit s € R™. Montrons qu'’il existe une constante Cs > 0 telle que, pour tout (z,y) € X2
vérifiant d(z,y) < s, on ait 0(f(z), f(y)) < Cs.

Soit N € N* vérifiant N > 2 et & <.

Soit (x,y) € X? vérifiant d(z,y) < s.

Puisque X est métriquement convexe, il existe xo = x,x1,--- , oy =y € X tels que, pour tout
NS HO, N — 1|]7 d(xhxi—&-l) = %d(l’,y), pour tout j € HO, N|]7 d(xj7y) = %d(l‘,y)

Puisque %d(w, y) < & <, I'inégalité triangulaire assure que :

N-1 N-1 1
3(F) £0) < 3805, Slopen) < 3wy (o)) < ¥
§=0 §=0
On a donc bien le résultat avec Cy = N. O

Afin d’énoncer un premier lien entre plongement uniforme et plongement grossier entre
espaces de Banach, nous avons besoin du lemme suivant :

Lemme 1. Soit X et E des espaces de Banach, (Py,)nen+ C EY une suite de projections bornées
sur des sous-espaces E, C E, n € N*, vérifiant :

V(m,n) € (N*)> , m #n = E,, Cker(P,).

Soit (0, : X — Ey)nen+ une suite d’applications non-évanescentes uniformément continues.
Alors X admet un plongement fort dans F.

Démonstration. Quitte a effectuer des translations, on peut supposer que, pour tout n € N*,
,(0) = 0.

Pour tout n € N*, g, est une application non-évanescente uniformément continue donc il existe
(A, 00, 60) € (RT)3 tel que :

Y(@,y) € X% |z —y| 2 Ay = lou(z) = ou(y)ll > da

et :

V(z,y) € X2 [l —yl <en = llon(z) —only)] <27
Soit (n, k) € (N*)?, (z,y) € X2 Notons que, si ||z —y| < ke,, alors il existe 29 = z, 21, -+ , 2x =
y € X tels que, pour tout i € [|0,k — 1]], [|2; — zis1|| = 1]lz — y[| < &n, ce qui assure que :

lon(z) —on(y)l] < Z lon(2i1) = on(zi)]| < k27"

d’on, pour tout (n,k) € (N*)? on a :

V(z,y) € X% |z —y|| < ke, = ||ou(z) — on(y)]| < k27



X — FE,

Pour tout n € N*, on pose alors ¢, : ¢ 2 #an(nAnx) .

n2A,
En

Soit n € N*, (z,y) € X?. D’apreés ce qui précéde, comme {"{_:A”W e N* on a:

A
r—yl <n = [|nA,xz —nAy| < nPA, < I 2n €n
€

n

2A
= ||lon(nAyz) — 0, (nAY)|| < [na n—‘ 2 "

= [[¢n(2) = aly)| <277

et on a également :
o=yl 2 = [lnfe —nduyl = A,
— Jlow(nAnz) = ou(nAuy)]| = 5,
=$u%m—mmmzp%7

Pour tout n € N*, par uniforme continuité de o,,, il existe &, > 0 tel que, pour tout (z,y) € X?,
on ait :

0,277
2 —yll <& = llon(z) —on(y)| <
nl[Fyll.
X = E,
* : P, .
Pour tout n € N*, on pose alors ¢, N nH(S Han (%"a:) On note que, pour tout
n € N*, pour tout (z,y) € X? ona :
&n
||:E - y| < fn
n
sno) sn < nt
%(nx AN RN
= [|¢n(z) — du(y)|| <277
et :
n §n &
&n n n

o () = (o) 2
n n
= [|¢n(2) = du(¥)[| = nl| 2.
En particulier, pour m € N* et (z,y) € X?, si ||z —y|| < m, alors, pour tout n > m, ||[z—y|| <n

d’ou :

Z||¢2n 1 7vDQn 1 - Z |1/}2n 1 77Z}2n 1 || + Z ||77Z)2n 1 ¢2n 1( )“

n=1

m—1
<D ltbana (@) = dona(w) + Z 271D < oo

n=1 n=m



et :
o m—1 00
n=1 n=1 —

On en déduit (avec y = 0) que, pour tout z € X, les séries > o,_1(z) et Y ¢on(x) sont
n>1 n>1
absolument convergentes dans ’espace de Banach E. On peut alors définir ’application :

X — F
Y'Yz o= ;1¢2n—1(95)+;1¢2n($)

Montrons que w est un plongement fort de X dans F.
e Commengons par montrer que w est uniformément continue.
Soit € > 0. Il existe m € N* tel que 2723 < ¢.

m—1 m—1
Pour tout n € N*, ¢, et ¢,, sont uniformément continues car o, 'est donc > 9, 1+ > ¢op

n=1 n=1
'est également, ce qui assure qu'il existe n > 0 tel que, pour tout (z,y) € X? on ait :

(2_: Yon_1(x) + 2_: ¢2n($)> — (2_: Yon-1(y) + 2_: ¢2n<y)>

n=1 n=1

l —

On a alors, pour tout (z,y) € X? vérifiant ||z — y|| < min(n, m) :

Jeo(a) — ww)l] < (Z Yanr (@) + fj a>2n<x>> - <§j o)+ S ¢2n<y>> H
+ Z ||w2n 1 ¢2n 1 )H + Z ||¢2n<x) - ¢2n(y)”
€ 2n+1 m
<3 Z PR Z 2”
— % %(2—2m+3 + 2—2m+2>
<e

donc w est uniformément continue.
e Montrons désormais que w est un plongement uniforme.
Il suffit de montrer que, pour tout n € N*, pour tout (x,y) € X2, on a :

1 52n 1
— > —
lz =yl > 5 — = llwlz) —wy)l 2 2ol Pn T 1}
€2n—1
1 02n—1
car 1 B > 0.
€an—1

Soit n € N*, (z,y) € X? tel que ||z — y||

1
lw(z) = w(y)ll = mHPzn—l(cU(l‘)) = Prna(w(®))ll-



Or P,,_1 est continue et, pour tout m # 2n—1, E,,, C ker(Py,_1) donc Py, _1(w(z)) = 91 ()
et Pop_1(w(y)) = tan—1(y) d’our :

1 O2n—1
HUJ($> ( )” = Hpn 1“ Han l( )_wanl( )H = HPQn 1” ’7(2n ElszlQ" 1"

ce qui assure que w est un plongement uniforme.

e Montrons pour finir que w est un plongement grossier.

D’aprés la proposition 1, comme w est uniformément continue, w est bornologique. Il suffit alors
de montrer que, pour tout n € N*, pour tout (z,y) € X% on a :

27’LA2n

2n

|z —yll = = [Jw(z) —w(y)]| = 2n.
Or, pour tout n € N*, pour tout (z,y) € X? vérifiant ||z —y|| > %, comme pour tout m # n,
E,, C ker(P,), on a comme précédemment :

lw(z) —w(y)

[ Pon(w () — Pan(w(y))|| = [@2n(x) — P2n(y)ll = 21

| =
HPzn HPan

ce qui assure le résultat.
Finalement, X admet bien un plongement fort sur F. O]

En appliquant ce lemme avec des projections explicites, on obtient le théoréme suivant :

Théoréme 1. Soit X et E deux espaces de Banach, o : X — E wune application non-
évanescente uniformément continue.
Pour tout p € [1,+00[, X admet un plongement fort dans (,(E).

Démonstration. Soit p € [1,4o0].
Pour tout n € N*, on pose E, = {(0,---,0, =z ,0,---0---),x € E} C{,(FE) et

n€ position

6(E) = G(E)
P, : xZ(SCk)keN* — (07...’0, T ’0’...0...)

n® position

Pour tout n € N*| P, est une projection bornée sur E, et, pour tout m # n, E,, C ker(P,). De
plus, pour tout n € N*, I’application

X = E,

O-n: €T ._> (0’...707 O'(w) ’07...0...)

+
n€ position

est non-évanescente uniformément continue donc on a le résultat par le lemme 1. O

On déduit immédiatement de ce théoréme deux premiers corollaires, qui donnent un lien
entre plongement uniforme et plongement grossier entre espaces de Banach.

Corollaire 1. Soit X et E deux espaces de Banach.
Si X admet un plongement grossier uniformément continu dans E, alors, pour tout p € [1,+0o0],
X se plonge fortement dans (,(E).



Démonstration. Cela vient du fait qu'un plongement grossier est par définition une application
non-évanescente. O

Corollaire 2. Soit X et E deux espaces de Banach.
Si X se plonge uniformément dans E, alors, pour tout p € [1,+o00[, X se plonge fortement
dans (,(E).

Démonstration. Cela vient du fait qu’un plongement uniforme est une application non-évanescente
uniformément continue. O

Il est alors naturel de se demander pour quels espaces de Banach E on peut obtenir un
plongement fort dans E a partir d’'un plongement uniforme dans F grace a ce corollaire. Les
trois résultats suivants prouvent qu’on peut le faire si £ = ¢, ou E = L,(R), p € [1,+o0o[. En
effet, dans ce cas, pour tout p € [1,+oo], £,(E) est isomorphe & E, ce qui n’est pas vrai pour
tous les espaces de Banach, un contre-exemple étant donné en annexe.

Lemme 2. Soit p € [1,+0o0|.
L’espace €,({,) est isométriquement isomorphe a €.

Démonstration. N? est dénombrable donc il existe une bijection 1) : N — N? de N sur N2. On

pose :
\Va { gp(gp) - gp
z=(2")nen = (u(@)pm))nen
otl, pour tout x € £,(¢,), pour tout (k,1) € N?, u(x),) = z*(1).
Montrons que V' est une isométrie linéaire surjective de ¢,(¢,) sur ¢,.
e On note que V est bien linéaire.
e V' est une isométrie :

Pour tout = (2"),en € £,(¢p), on a :

V@)=Y 2" @)l = > 1t OP = DD lFOF = l2*]p = [«

neN (k,l)eN? keN leN keN

Donc V' est bien une isométrie (ce calcul montre aussi que V' est bien définie).

e I/ est surjective :

Soit y = (y(k))ken € £p. Pour tout [ € N, si on note (n,k) = 1(l), on pose : 2™(k) = y(I). On a
alors y = V() ce qui assure la surjectivité de V.

Donc V' est une isométrie linéaire surjective de ¢,(¢,) sur ¢,, d’out £,(¢,) = ,,. [

Lemme 3. Soit p € [1,+o0[.

L’espace (,(L,(R)) est isométriquement isomorphe a L,(R).

Démonstration. e Etape 1 : L,(R) est isométriquement isomorphe a L,(]0, 1])

Lp(J0,1)) = Ly(R)

R = C , estune 1somé-
v +— f(%arctan(z) + 3) <—ﬂ(1}rm2)>p

trie linéaire surjective. Commencons par montrer que ¢ est bien définie.
Soit f € L,(]0,1[). En effectuant le changement de variable u = < arctan(z) + 3, on a :

J

M :
ontrons que ¢ f s

1P

f (Lannta 1) (o)

IA (1) = /] PN = 11,0 < o0

8



donc ¢ est bien définie et comme elle est linéaire, c’est une isométrie linéaire.
Montrons que ¢ est surjective. Soit g € L,(R).
10,1] — C

v g(tan(rz—1I)) (W)

En effectuant le changement de variable u = tan (72 — Z), on montre que f € L,(]0,1[), et
comme ¢(f) = g, ¢ est bien surjective.

Donc ¢ est une isométrie linéaire surjective, ce qui assure que L,(R) est isométriquement
isomorphe a L,(]0, 1]).

e Etape 2 : L,(R™*) est isométriquement isomorphe a L, (R)

On montre comme a l’étape 1 que 'application v définie par :

Posons f :

Ly(R™) — Ly(R)
T — 1
x —  flexp(z))(exp(x))?
est une isométrie linéaire surjective, ce qui assure que L,(R™) est isométriquement isomorphe
a L,(R).
e Etape 3 : £,(L,(R)) est isométriquement isomorphe & L,(R*)
G(Ly(R)) = Ly(RY) 1
Montrons que J : _ est une isométrie linéaire sur-
d (fn)nEN = Z 2 l(fn)( - n)]l]n n+1[

jective. Commencons par montrer que J est bien définie.
Soit (fr)nen € £p(Ly(R)). Comme ¢ est une isométrie, on a :

J.

S o () — 1)Ly () / Zw () (& = )P Ly par(2)dAN(2)
n=0 R+

o1y /] BURALERYE

o0
= ZH‘Pil(fn)”ip(]o,l[)
n=0
= llfallf, ) < +o00
n=0

donc J est bien définie et comme elle est linéaire, c¢’est une isométrie linéaire.
Montrons que J est surjective. Soit f € L,(R™).
Pour tout n € N, on pose f,, = ¢(f(- +n)ljo1p) € L,(R). Puisque ¢ est une isométrie, on a :

Z anHIzp(R) = Z 1f(-+n) Lo HLP 1o.1) — Z Hfﬂ]nn—i-l[“Lp R+) = ||f||L SRE) < +00
n=0

donc (fy)nen € €p(Ly(R)). Or J((fn)nen) = f, donc J est surjective, d’oit £,(L,(R)) est isomé-
triquement isomorphe a L,(R™).

e Etape 4 : Conclusion

L’application A = oJ : £,(L,(R)) — L,(R) est une isométrie linéaire surjective, ce qui assure
le résultat. O



Corollaire 3. Soit X un espace de Banach, p € [1,4+o00[, E =4, ou E = L,(R).
Si X se plonge uniformément dans E, alors X se plonge fortement dans E.

Démonstration. Le corollaire 2 et les lemmes 2 et 3 assurent le résultat car la composée d'une
isométrie linéaire surjective et d’un plongement fort est un plongement fort. O

Montrons désormais que si un Banach se plonge uniformément dans un espace réflexif, alors
il se plonge fortement dans un espace réflexif. Pour cela, il suffit de montrer que si un espace
de Banach E est réflexif, alors ¢,(E) est réflexif (1 < p < +00).
Pour ce faire, nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 4. Soit (E.|.||) un espace de Banach, p €]|1,4+o00[. Notons q €|1,4o00| l’exposant
conjugué de p.

G(E") = L(E)

L’application 1 : (%) . . est une isométrie linéaire
n/neN (xn)nGN — Z <x:n xn)E* E
n=0

surjective.

Démonstration. * Commencons par montrer que 1 est bien définie.
Soit x* = (2} )nen € {y(E*). Pour toute suite & = (z,,)nen € €,(E), d’aprés 'inégalité de Holder,

on a :
[o.¢] oo
> Kap w)pepl <[l
n=0 n=0

donc la série Z (x}, x,) g+ g converge et, comme t(x*) est linéaire, ¢ est bien définie et, pour

tout 2* € (,(E ) [0(@") |,y < l*]le %)
x On note que v est linéaire. Montrons que c¢’est une isométrie.

Soit 2% = (2}, )nen € l4(E*). D’aprés ce qui précéde, il suffit de montrer que [[1(z*)|¢,(g)+ >
2" |y ()
Siz* = 0, le résultat est immeédiat donc on peut supposer ||z*(|¢, g+ > 0. Il suffit de montrer que,

B l|Tall < 2™,z 2]l ey 2)

pour tout £ > 0, il existe z € £,(E) tel que ||z|l,m =1 et [Y(x*)(z)] > ||2*||¢, 2+ — ;g
||x*H£q(E*)
Soit € > 0. Soit n € N. Si ||z%|| g+ = 0, on pose 2, = 0. Sinon, il existe z,, € E tel que ||z, || = 1,
i (@,) € RT et zk(2,) > ||zk||lg- — W Pour tout n € N, on pose z,, = ||z} |qE*1:fn
nll g*
Montrons que la suite x = (z,,)nen ainsi définie appartient a ¢,(E). On a :
o oo oo
-1 * *
> Il = "= Il = 1l ey < oo
n=0 n=0 n=0
q
donc & € 4,(8) et el ey = 12 ) > 0.
On en déduit que :
N 1 a(3 +1)
o) =Y Nl lI%" 2 () 2 Z B8 Z srt 2 12 gy’ =€ = 2" lleyii |l ey (2
n=0 n=0

donc, pour tout € > 0, il existe x € £,(E) tel que ||z, z) > 0 et :

. T . £
'wu ) (W)‘ T P —
ZP(E) ||$*||;Q(E*)

10



™

ce qui assure que, pour tout € > 0, |[¢(2*)||e, (2 = [|2*|l¢,(5+) — ———, Aot [|[¥(z¥) e, (r)
2117, (=)

12 (|, ()

x Pour finir, montrons que 1 est surjective.

Soit § € €,(£)*. Si 6 = 0y, (), on a § = (0 (g+)). On suppose alors 0 # 0y, (g+). Pour tout

n € N, 'application

C
5((0,---,0, x ,0,---,0,---)

n€ position

*

E —
T

est bien définie et x}, € E*. Montrons que z* = (2)nen € {4(E*) et que ¢(z*) = 4.
Soit n € N. Soit € > 0. Si ||z} || g+ = 0, on pose z,, = 0. Sinon, il existe z,, € E tel que ||z, || = 1,
zh(x,) € RT et xi(x,) > |2t || g+ — —+"—=. Pour tout n € N, on pose :

2 T

y (HxO‘E* Lo, 7Hxn‘E* znvoa"' 707"') € €p<E)'

Pour tout n € N, on a alors :

161/, ()« (Z [zl
k=0

donc, pour tout n € N, pour tout € > 0, on a

n n
S bl — = < 13l (z o)
k=0 k=0
n
(Zuxzw
k=0

qE) < [10]le, ()
On en déduit que z* = (2})nen € (,(E*).
De plus, pour tout z = (2, )nen € £,(E), on a, comme § € {,(E)*

:Zx;(%) 225((0’... 0, 7 J0,-+,0,-+)) = 6(z)

n€ position

hSA

n
1
%) = [10lle, 2y 9" ey = 10(y™)| = Z 2l wh ) = )l — e
=0

?

1

>p
q
E*

d’ou, pour tout n € N :

=

d’ou ¥(z*) = §, ce qui assure que ¥ est surjective.
Donc ¢ est une isométrie linéaire surjective. ]

Proposition 2. Soit (E, ||.|) un espace de Banach réflexif, p €]1, +ool.
L’espace {,(E) est réflexif.

Démonstration. Notons g €]1, +oo[ 'exposant conjugué de p.
l(E")  — G(E)

D’apres le lemme 4, 'application 9 : () o 6(E) - <Eo est
Tn)n — Xy, Tn) B>,
@nen = 3= (ahy )

une isométrie linéaire surjective.
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G(E™) = L(EY)”
l,(E*) — C

De méme, 'application ¢ : () s o est une iso-
n el (:E;kz)nEN = Z<x;*vm:z>E**,E*
n=0
métrie linéaire surjective.
E — BT
Puisque E est réflexif, 'isométrie linéaire 1l : SN Ex — C est surjective.
6(E) — G,(E)”
On veut montrer que l'isométrie linéaire II : . . (B — C est surjec-
z* = 2" (x)
tive.
(,(E — L (E*)* .. . C e
Posons A : p(E) «(E7) . L’application A est une isométrie linéaire
T = (xn)nEN — ¢((HE(xn))nEN)

surjective en tant que composée d’isométries linéaires surjectives.
Il suffit alors de montrer que II = (¢*) 1o A = (¢p"1)* 0 A. Or, pour tout & = (z,,)nen € {(E),
pour tout § € ¢,(E)*, d’aprés ce qui précéde, on a :

(") o A@)) (8) = Az) (¢7(6)) = ¢(g(@)) (271() = D _(p(xa), ¢ (6)n) g -

neN

Zq/}_l(é)n(xn):zé((ov ,0, Ty 50, ,0,)):5(1'>

n€ position

I
=

)(9)
d’on IT = (1p*) 1o A est une isométrie linéaire surjective, ce qui assure que £,(E) est réflexif. [

Corollaire 4. Soit X un espace de Banach.
Si X se plonge uniformément dans un espace de Banach réflexif, alors X se plonge fortement
dans un espace de Banach réflexif.

Démonstration. Si X se plonge uniformément dans un Banach réflexif F, alors, d’apres le
corollaire 2, pour tout |1, +o00[, X se plonge fortement dans ¢,(E), qui est réflexif d’apres la
proposition 2. ]

On a vu qu’un plongement uniforme dans un Banach E impliquait un plongement grossier
dans (,(E), p € [1,4+00|. Sous certaines hypotheéses, énoncées ci-dessous, on peut obtenir une
réciproque, c’est-a-dire un plongement uniforme d’'un Banach X dans ¢,(E) & partir d'un plon-
gement grossier de X dans l’espace de Banach E.

Avant d’énoncer ce résultat, nous aurons besoin du lemme suivant, affirmant que si I'on peut
prolonger une application lipschitzienne définie sur un 1-réseau en une application uniformé-
ment continue définie sur tout ’espace, on peut le faire pour tous les A-réseaux, A > 0.

Lemme 5. Soit X et E deux espaces de Banach tels que, pour tout 1-réseau N de X, toute
application lipschitzienne f : N — E admet un prolongement F' : X — E uniformément
contini.

Alors, pour tout A > 0, pour tout A-réseau N de X, toute application lipschitzienne f : N — E
admet un prolongement F' : X — E uniformément continu.
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Démonstration. Soit A > 0, N un A-réseau de X, f : N’ — E une application lipschitzienne.
L’ensemble M = {%, reN } est un 1-réseau de X et 'application f définie par :

;] M = FE

est bien définie et est lipschitzienne donc admet un prolongement F : X — E uniformément

continu.

, .. X = FE
L’application F': { v o B (%)
résultat. u

est uniformément continue et prolonge f, ce qui assure le

Théoréme 2. Soit X et E deux espaces de Banach tels que, pour tout 1-réseau N de X,
toute application lipschitzienne f : N — E admet un prolongement F : X — E uniformément
contini.

Si X se plonge grossierement dans E, alors, pour tout p € [1,+o00[, X se plonge fortement dans

().

Démonstration. Supposons qu’il existe un plongement grossier f : X — F de X dans F.
Soit p € [1,400[. D’aprés le théoréme 1, il suffit de montrer qu'il existe une application non-
évanescente uniformément continue o : X — E.

On note p le module de compression de f et w son module d’expansion. Par définition, on a :

Y(x,y) € X p(lz —yl) < £ (@) = fFW)Il < w(llz —yl)

avec lJirmp = 400 et, pour tout t € R, w(t) < +o0.

En particulier, il existe A > 0 tel que, pour tout (z,y) € X? vérifiant |z — y|| > A, on ait
|f(z) = f(y)|| > 1. Considérons un A-réseau N de X.
Montrons que fjy est lipschitzienne. Soit  # y € N. Puisque ||z —y|| > A, on a:

1) £l < ol o) <o ([FE1] 4) < (g )y < 200y

d’ou le caractére lipschitzien de fju .

Le lemme 5 assure que f admet un prolongement ¢ : X — E uniformément continu. Il suffit,
pour conclure, de montrer que o est une application non-évanescente.

Puisque ¢ est uniformément continue, w,(A) < 400 d’aprés la proposition 1 donc, comme
Eg}p = 400, il existe B > 24 tel que p(B — 2A) — 2w,(A) > 0.

Soit alors (z,y) € X? vérifiant ||z — y| > B. Comme N est un A réseau de X, il existe
(zx,un) € N? tel que [lz —ay || < Aet ly—yy| < A. Comme (zx,yn) € N et [y —ynl| >
B—2A,0na:

lo(zn) = o(un)ll = 1f(@a) = flyn)ll = p(B — 24)

d’on, pour tout (z,y) € X? vérifiant ||z —y|| > B :
lo(2) — o)l = p(B — 24) — 2u,(4) > 0

i.e o est une application non-évanescente. 0
Nous avons vu que si un Banach X se plonge uniformément dans un Banach FE, alors il
se plonge grossiérement dans £,(E), p €]1,+oo[. Si on veut raffiner ce résultat et obtenir un

plongement grossier dans E @ FE, il faut rajouter des hypothéses, comme le montre le théoréme
3 ci-dessous, et qui nécessite le lemme suivant :
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Lemme 6. Soit X un espace de Banach, E et F' deux autres espaces de Banach dont on note
Bg et Br les boules unité fermées. Soit 0 : X — Bg, w : X — Bp deux applications non-
évanescentes uniformément continues.

Alors X admet un plongement grossier uniformément continu dans £ ® F.

o—o(0) w —w(0)

Démonstration. Quitte a remplacer o par T et w par 5
c(0) =w(0) =0.

Puisque o et w sont non-évanescentes, il existe A > 2 et § > 0 tels que, pour tout (z,y) € X?
vérifiant ||z — y|| > A, on ait ||o(z) — o(y)|| > § et [|w(z) — w(y)|| > ¢.

Construisons par récurrence deux suites d’applications uniformément continues et bornées
(Dn)nen C EX et (¥p)pen- C FX vérifiant : Vn € N* ¢,(0) = ¢,(0) = 0; ainsi que des

nombres 0 =ty < 1y <t3 <1y <ty < --- avec lirf r, = +o0o et tels que, pour tout n € N*,
n—-+0oo

, on peut supposer que

pour tout (z,y) € X?, on ait :

o=yl =rn = zgzz()—ilqsi()Hw
-l =t = |- iwwazzn.
lo—yll <tus = [onle) — duln)] <2
lo—yl<rm = () — daly)] < 27"

e Initialisation :

Puisque w est uniformément continue, il existe ¢ €]0, 1] tel que, pour tout (z,y) € X? vérifiant
|z — y|| < e, on ait [lw(z) — w(y)|| < ¢ Posons alors tg = 0, 1y = A, ¢ = 20, t; = A?Z,
b =20 (3.

Pour tout (z,y) € X?, on a:

lz—y|l>r = Hd)l(a:) —gqﬁl(y)H > 25 = 2!
lo—ylztn — ||zo- |24 2
= ||[¢u(z) —i(y)| > 35 = 2!
lz—yl| <t = ||¢?(x) _€¢1(y)|| =0< 27!
—qll < oyl <
lz =yl < = HA'I AyH =
= |[ti(z) —i(y)]| < 25 =2

ce qui achéve D'initialisation car 0 =ty < ry < 1 et ¢1(0) = 1(0) = 0.
o Hérédité :

Supposons ainsi construits ¢, -+« , dp, V1, WU, 0 =tg <ri <t1 < - <71y 1 <t 1 <1 <
t,, pour un n € N*.
Puisque ¢1, - - , ¢, sont bornées, on peut définir :
n
= sup Z¢z ) dily)|| < o0
(@,y)eX? i=1

et, puisque o est uniformément continue, il existe ¢ €0, 1] tel que, pour tout (z,y) € X?

0
(S + 2n+1)2n+1 :

vérifiant ||z — y|| < e, on ait |o(z) — o(y)| <

14



On définit alors r, . = n(car A>2ete<1), et ¢gpyq =

tn\ S+ 2ntt ( € >
—0 .

) tn
De méme, puisque ¢, - - - , 1, sont bornées, on peut définir :
n
= sup Zwl Zwi(y) < +00
(z,y)EX? i—1

et, puisque w est uniformément continue, il existe ¢ €]0,1[ tel que, pour tout (z,y) € X?

verifint |z — || < <, on ait () ~ ()| < g gz

Tn+1

On définit ensuite de méme t¢,,; = ; > 2r,4 (car A > 2 et & < 1), et Y =
S 4 ontl 4
w .
0 (Tnﬂ )
On note que Gy (0) = i1 (0) =
Pour tout (z,y) € X2, on a alors :
€ € €
|z =yl =2 rnp = t—l"— t_y‘ > —rpp = A
NIGROR
tn tn
S+ 2+
= pur (@)~ a0 = T2
= [|pns1(2) — dna(y)] = S+ 2"
= H ¢n+1 ¢n+1 (Z ¢z Z ¢Z(x)> H
i=1
> 5 +2mtt - Z $ilz) — Z@-(y)
i=1 i=1
n+1 n+1

Z ¢i(w) — Z di(y)

et, de méme :

/ / /

£ £ £
ool 2ty = -S> S -

T'nt1 Tnt1 Tn+1

= [[¢n41(2) — Ypsa(y)]| = 5" 42"
n+1 n+1

= Do) = Doy = 2
=1 =1

De plus, pour tout (z,y) € X?, on a :
€
lo-sl<tn = o= 2o <
S + 2n+1 ) o
g H¢n+1(x) ¢n+1( )” > =2 (n+1)

) (S + 2n+1>2n+1
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et, de méme :
Iz =yl < roer = [ Pnra(z) = Yo (y)] < 270FY

ce qui achéve la récurrence.

Notons que I'on a bien liT r, = +o0o car, pour tout n € N*, r,, .1 > 2t, > 4r, et ry > 2.
n—-+0oo

e Montrons que, pour tout € X, > ¢,(z) et > ,(z) sont absolument convergentes.
n>1 n>1
Soit x € X. Puisque lim ¢, = 400, il existe n € N* tel que ||z — 0| = ||z|| < t,—1, donc :
n—-+oo

> o)l =3 llu(x) = 6:(0)]] <27 < oo

ce qui assure que, pour tout x € X, la série Y ¢,(x) est absolument convergente dans l’espace
n>1
de Banach E. De méme, pour tout z € X, la série Y 1, () converge absolument dans E.
n>1

X — FE X — FE
e On peut alors définir ¢ : N iﬁb(iﬁ) et Y : N iw@)

Montrons que ¢ et 1) sont uniformément continues.
Soit o > 0. Il existe un entier n > 2 tel que o > 272
continues par construction, il existe 5 > 0 tel que :

. Puisque ¢y, - - - , ¢,—1 sont uniformément

n—1
«
(z,y) € X2 e —yll < B = ) lloix) — aiw)ll < 5
i=1
On a alors, pour tout (z,y) € X? vérifiant ||z — y|| < min(B,t, 1) :
- T e
() Yl <Z|\¢z — o)+ llei(z) — ¢u(w)ll < §+Z2 <gtg=e

ce qui assure que ¢ est uniformément continue. On montre de méme que ¥ est uniformément
continue.

X - Ee F=(EaF|.|h)
r = (o(x),v(x))

e Finalement, montrons que y = ¢® 1 : { est un plongement

grossier uniformément continu.

Puisque ¢ et 1 sont uniformément continues, y l'est également. En particulier, d’aprés la
proposition 1, x est bornologique. Il reste seulement a montrer que tliglo K(t) = 400 ou, pour
tout t € RT, K(t) = inf{||x(a) — x(b)||1; (a,b) € X2, |la — b|| > t}.

Il suffit de montrer que, pour tout m € N*, pour tout ¢t > r,,, K(t) > 2™ — 1.

Soit m € N, t > rp,, (z,y) € X? vérifiant ||z —y|| > t. Il existe n > m tel que 1, < ||z —y|| < t,
outy, <z =yl < rpr

x Sir, <|lzr—y|| <t, ona:

I6@) = ol = |3 i) = 3 i)

i=n+1

>2"—1>2"—1.
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¥ Sity < llz =yl < rasr, ona:

90) = )l = |3 i) = S )

> Z%(ﬂf) - Z%(y) - Z [1i(x) — i(y)|l
22"—122m—_1. )

Drou [[x(z) = x(W)lh = llo(z) — o)l + ¥ (x) = d(y)l| = 2™ — 1.

On a donc bien montré que X admet un plongement grossier uniformément continu dans
EoDF. O

Théoréme 3. Soit X et E des espaces de Banach, o : X — Bg une application non-
évanescente uniformément continue.
Alors X admet un plongement grossier uniformément continu dans £ ® F.

Démonstration. 11 suffit d’appliquer le lemme 6 avec F' = F. O

On note en particulier que pour tout Banach F étant isomorphe a E & E|, 'existence d'une
application non-évanescente uniformément continue d’un Banach X dans Bg implique 'exis-
tence d’un plongement grossier uniformément continu de X dans F. Cependant, tous les espaces
ne sont pas isomorphes a leur carré. Un exemple d’'un tel espace est donné en annexe.

D’aprés le théoréme 2, si (X, E) est un couple d’espaces de Banach vérifiant : [pour tout 1-
résecau N de X, toute application lipschitzienne f : N' — E admet un prolongement F' : X — E
uniformément continu (*)], I'existence d’un plongement grossier de X dans F implique 1’exis-
tence d'un plongement fort de X dans ¢,(E), pour tout p € [1,4o0[. L’hypothése (%) ne
paraissant pas trés forte, Rosendal s’est posé la question suivante : tout couple d’espaces de
Banach vérifie-t-il (x) 7
La réponse est non, comme ’a montré Naor en donnant un contre-exemple, ce que nous déve-
loppons dans la prochaine partie.
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2 Contre-exemple de Naor

Avons d’énoncer le résultat principal, commengons par démontrer I'inégalité suivante :

Lemme 7. Pour tout p € [2,+00[, pour tout (u,v) € R? on a :
2 2 P -2 2
|u|? sgn(u) — |v|r sgn(v)| < 2P7%|lu —v|°.

Démonstration. Soit p € [2, 400, (u,v) € R% Par symétrie, on peut supposer u > v. Si u = v
oup=2o0uwu=0ouwv =0, le résultat est immédiat donc on peut supposer p > 2, u > v,
u#0etv#0.

e On pose a = % €]0, 1[. Une étude de fonctions montre que les fonctions f, g, h définies par :

f:{ 1,400 — R

x s 2oz — 1) — g4 ]
f[0,1] - R ‘
I a 21— )Y =1
. 0,400 — R
) oz = 21 )Y — 2 — 1

sont positives. On distingue désormais trois cas.
eCas<v<u:
Comme * € [1,+400[ et que f est positive, on a :

(-9

‘|u|§ sgn(u) — |v|% sgn(v)‘ =u — v =
«
§21’°‘(g—1) v® car v >0
v

=2y — )™ = 217%|u - v|%

P
< 2Py — ]2

done ‘|u|% sen(u) — [v]? sgn(v)
e Casv<u<O0:
Comme 2 €]0,1] et que g est positive, on a :

[1ul? sgn(u) — [v]? sen(v)| = (=) = (~u)* = (1= (£)") (-v)°
< 2t <1 - %)a (—v)* car —v >0

=217y — )" = 217%]u — v|%

P
donc ‘|u|% sgn(u) — |v|% sgn(v)‘ < 2072y — v
e Casv<0<u:

Comme —* €]0, +o0o[ et que h est positive, on a :

=u® + |v|* = <(—Tu) + 1) v

< ot~ <1 — E) |v|* car |v] >0
v

[Jul? sgn(u) = Jo] sgn(v)

=21y — )" = 21_%]u - v\%
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p
donc |u|% sgn(u) — |v|% sgn(v)‘ < 2072y — v

Tous les cas possibles ayant été traités, on a donc bien le résultat. O

On peut alors énoncer le résultat de Naor, répondant a la question de Rosendal :

Théoréme 4. [l existe deuz espaces de Banach (X, ||.||x) et (Y, ||-|ly), un 1-réseau N de X et
une fonction lipschitzienne f : N —Y tels que, pour toute fonction F : X — Y uniformément
continue, on ait :

sup [|[F(x) — f(z)]ly = +o0.
zeN
En particulier, f n’admet pas de prolongement uniformément continu.

Démonstration. Soit p € [2,4o00]. Notons M, l'application de Mazur définie de la fagon sui-
vante : , ,
_>
M, : { 2 Py
= (lzg|r sgn(z;)))jen

D’aprés le lemme 7, pour tout (z,y) € (£3)% on a :
[My(x) = My(y)llh < 2772 ||z — y]3

ce qui assure que, pour tout (z,y) € (£3)% on a :

_2 2 2
[Mp(z) = My(y)ll, <277 [lz —yll5 <2)|z -yl

(pour plus d’informations concernant l’application de Mazur, on pourra consulter [2]).
e On introduit alors les espaces de Banach suivants :

(@) (@)

o o0

o0
Notons M un 1-réseau de £y et N'= [] M. On note que N est un 1-réseau de X.
p=2

N — Y

(@p)pzy = (Mp(xy))52s

L’application f est bien définie et est 2-lipschitzienne car, pour tout (z,)2, (Yp)52s € N, pour
tout p > 2, 0on a:

Posons désormais f : {

1@ — F@Dalls = 1My ) — Myl < 2l — w5

2
< 2[|zp — ypllo car ||z, — ypll2 = 1 et 1_7 <1

< 2|z — yllx.

e Raisonnons désormais par I'absurde en supposant qu’il existe ' : X — Y uniformément
continue vérifiant :

7= sup | F(z) = f(z)|ly < +o0.

Notons w le module de continuité uniforme de F. On sait que w est une fonction croissante,
vérifiant lir%w(s) =0, et d’apreés la proposition 1, w : [0, +00[— [0, +0o0].
S—
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On peut écrire F' = (F},) 2, o, pour tout p > 2, F, : {3 — {, a un module de continuité majoré
par w.
Soit p > 2.
On note que, par définition de N et de f, on a : pour tout y € M, [|F,(y) — M,(v)], < 7.
e Montrons que :
Sup [1Fp(x) — My(x)lp < w(1) +v+ 2.
Pour tout x € {5, il existe y € M tel que ||z —y[|2 < 1 donc, d’apres l'inégalité triangulaire, on
a:

[ Fp(z) — Mp(2)|lp < [[Fp(x) — Fp()llp + 1F5(y) — Mp(y)llp + | Mp(y) — Mp(2)]],
<w(l) +7+ 2z =yl
<w(l)+~v+2

d’otu :

sup ||y () — My (@), < w(1) +7+2 (8)

x€lo
e Pour tout n € N*, notons J,, : {3 — {5 l'injection canonique et (), : £, — (} la projection
canonique. Pour tout n € N*, on identifie une permutation = € &,, avec sa matrice de permuta-
tion (i.e , pour tout © € R™, 72 = (2r-1(1), -+ , Tx-1(n))) et on identifie un élément ¢ € {—1,1}"
avec la matrice diagonale correspondante £ (c’est a dire que, pour tout ¢ € [|1,n|], &, = &),

notée ¢ par la suite.
Soit n € N*\{1}. On pose :

lty — £
Goiy ez = — Y (en)'Qn o Fy o Jy(era)

2mn! 8., ee{-1,1}n

e Montrons que G = {em, (e,7) € {—1,1}" x &,,} C GL,(R) forme un groupe d’opérateurs
linéaires sur R".
Pour cela, on montre que G est un sous-groupe de GL,(R). On note que G est non vide car
I, € G. Soit (em,e'r") € G*. Pour tout z € R", on a :

el ry
(em)(en) e = enn’ ety = ern’ler = emn’™!
/

el Ty

/ /
E:7r’(1)x7"/(1) glgﬂflw’(l)xﬂ'flﬂl(l)

/ /
gﬂ’(n)xﬂ'l(n) gneﬂflw’(n)xﬁflﬂl(”)

= ETx
jnd /—1 g / /
avec T =7t € G, et £ = (€1€,r_1,7,(1), e ,enaﬂ_lﬂ,(n)wﬂ_lﬂ/(n)) e{-1,1}"

Donc G et bien un sous-groupe de GL,(R).

e (3 est un groupe fini et, pour tout (g,¢’) € ({—1,1}")?, pour tout (m, ') € &2, sier = &'n’

. G — G . o
alors ¢ = ¢’ et m = @’ donc, pour tout ewr € G, 'application est bien définie
! ! ! !
gn’ w— drler
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et est bijective.
On a alors, pour tout z € £3, pour tout (e,7) € {—1,1}" x &,

G (emx) NQn o Fyo J,(nena)

'wEGns e{- 11}"

En=¢'n'en 2nn' Z Z lQnOF OJ (67’(’1‘)

TE€G, Ec{-1,1}"

= el (7).

e Montrons qu’il existe des applications «y, - - - v, de R dans R telles que, pour tout A C [|1, n|],
pour tout ¢ € R, on ait G7(t14) = ay4(t)1 4, ot |A] désigne le cardinal de A.

Commengons par montrer qu’il existe deux applications « et § de R x P([|1,n|]) dans R telles
que :

vt € R, VA C[[1,n]], Gy (t1a) = a(t, A)lLa + (L, A) gy a-

Soit t € R, A C [|1,n|]. Pour toute permutation 7 € &, laissant fixe A, 7(tll4) = tl4
donc GJ(tla) = Gp(ntlly) = wGp(tl4) par ce qui précede. Soit (7,5) € A Montrons que
(Gp(tha)); = (G“(t]lA) La transposition m = (i, 7) laisse A fixe donc :

(G (tha)); = (G (t14)); = (G (t1a));

De plus, comme toute permutation laissant fixe A laisse également fixe [|1,n|]\ A, pour tout
(1,9) € (|1, n[]\A)?, (G}(tla)); = (G(t14);. On définit alors :

0 i A=0 0 i A=]1
alt, A) = et Bt A) = A=
(Gp(tl,)); sl existe i € A (Gp(tly)); sl existe 7 € [|1,n[]\A
On a ainsi défini deux applications « et § de R x P([|1,n|]) dans R vérifiant :
VYt € R,VA C Hl, TLH, GZ(t]lA) = a(t, A)]lA + ﬂ(t, A)]lHLnH\A.

Montrons désormais que § = 0. Soit t € R, A C [|1,n]].

1 sit e A

—1 sinon

Puisque (14 — Lyjg ) (tlla) = ¢4, on a e(tlly) = tll4 donc :

Pour tout ¢ € [|1,n]], on pose ¢; =

ot AVLa + 5t A = G (H1La) = G (e(t1L)) = G (tL4)
= a(t, A)ella + B(t, A)eljnpa
= aft, A)Ly — B(t, A) i npa

d’ot, pour tout ¢ € R, pour tout A C [|1,n]], 5(t,A) = 0. On a alors :
Vi € R,VA C[|1,n]], Gy (t14) = a(t, A)lL 4.
Enfin, montrons que, pour tout ¢ € R, pour tout (A4, B) € (P([|1,n]]))? vérifiant |A| = | B|, on

a a(t,A) = a(t,B). Soit t € R, (A4, B) € (P([|1,n]]))? vérifiant |A| = |B|. Puisque A et B ont
méme cardinal, il existe une permutation 7 € &,, telle que 7(14) = 1. On a alors :

aft, B)llp = Gy (tlp) = Gy(n(tl,)) = w(a(t, A)l4) = aft, A)llp
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ce qui assure que, pour tout t € R, pour tout (A, B)
R —-R

a at,A) = a(t,B). Pour tout k € [|0,n|], on pose alors «y : PN

[|1,0]] = @ par convention. On a alors :
VA C [[1,n|],Vt € R, G} (t1l4) = oya(t) 1l 4.
e Montrons que, pour tout z € 3, pour tout (e,7) € {—1,1}" x &,,, on a :
Qno M, o J,(emz) = en@y, o M, o J,(x).

Pour tout z € 3, (e,m) € {—1,1}" x &,,, j € [|1,n]], on a:

2
(Qn o My o Jy(emx)); = |(emx);|» sgn((em);)
2
(|7 sen(ejzr—1(;))
2
= |a77r71(j)|” sgn(e;) Sgn@rl(a‘))

2
= &jlTa-1(|7 sgn(zz-1(5))
= (emQn o My 0 Ju(x));

= ‘gjxﬂ-—l

d’ou :
Qn o Myo Jy(emx) = en@y, 0 M, o J,(x).

e On en déduit que :

€ (P([]1,n]]))? vérifiant |A| =

aft, [|L k]])

lenQ, 0 My o J,(z)

em) ' Q0 M, o J,(emx)

car J,(emx) € {y

Sup |Gy () = Qn o My o Ju(x)ll,
zell
= sup Qn‘z Z (em) 1QnoF o J,(emx) 2n,z Z (em)
vely n T€6n e€{—1,1}" n €6y ee{-1,1}"
] = SHD DU R SRACE R S O
zely e, ee{—1,1}n " e ee{-1,1}n
= sup || = > > (en)'Quo (B, — M) o Jy(ema)
vely w m€Gn ec{—-1,1}"
p
< su;z 2"n' Z Z \fn%nHQnHz —en SUP”(F M)( )Hp
z€l 7€, ec{— 11}n
M o> ixi x sup ||(F, = My) (@),

€6y ee{-1,1}"
w(l) + v+ 2 par ().

e Pour tout k € [|1,n —

1], t €]0, +o0[, on a :

2 2
Qn © Mp © Jn(t]]-[\n—k‘-i—l,nﬂ) = |t|1p Sgn(t)]l[|n—k+1,n|] =1r ]l[|n—k+1,n|]
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d’ou :

2
HGZ(t]lankJrl,nH) — 7 Ljjp—kt1,n)

o = G nisrng) = Qn © My 0 Ju(tL jnisr.n)
< sup 65 (a) = Qo My ),
<w(l)+~v+2.
De méme, pour tout k € [|1,n — 1|], pour tout ¢ €]0,4+00], on a :
HGZ(tﬂnLku) — L Hp = |G (W yuk)) = Qn o My o Ju(tl )l
<w(l)+y+2.
On en déduit que, pour tout k € [|1,n — 1|] vérifiant 2k < n + 1, pour tout ¢ €]0,4+o00[, on a :

tr (2k)7 =

2
tp<]1[|n_k+1’n|] — n[|1»k|])H carmn—k+1>k
p

<

2 n n n n 2
£ Ln—rs1,0) = G (Lt 1,0) ”p G L nksr0n) — G L)l + HGp (Wgaky) = 7 Mg Hp
< NGt npr1mpy) — G (Eh i) [lp + 20(1) + 29 + 4.

e Montrons alors que le module de continuité de G} est majoré par w.
Soit s € RT, (z,y) € (£3)? vérifiant |z —y||2 < s. On note que, pour tout (¢, 7) € {—1,1}"x &,,,
on a :

[Jn(emz) = Ju(emy)llp < nllg—ellemllgoglle —yll: <1 x1xs=s

d’oti, comme le module de continuité de F), est majoré par w :

IG3) = Gl = oy | S 30 (0 QulBy(uleme)) — Fy(nlemy)

€6y, ec{-1,1}" »

Yo D e Mg-gllQulle gl Fp(Juemz)) — By (Julemy))llp

TEGn ee{—1,1}7

1
S2"n!Z Z w(s)

€6y ec{-1,1}"

1
— 2npl

= w(s)

ce qui assure que le module de continuité de ) est majoré par w.
e On en déduit que, pour tout ¢ €]0, 400], pour tout k € [|1,n — 1|] vérifiant 2k < n+1, on a :

G, L —rer1,0y) — G L)l = [l (E) Lt — () Lyl
= [ar (O L jn—r+1,00 — Lpuwpllp
= |ozk(t)|(2k:)% cark<n—k+1
1 1 1
= |o(t) kP27 = |o(t) [kP || Ly py — W2 rsapllp
1
=k |lar(t) My — () L2 rrapllp
l n n
= k7 |Gy (01 k) — Gy (g2 el
< krw(V2t)
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car [ty gy — o pgaplla = VI + 12 = V2.

On a alors, pour tout k& € N, pour tout p € N*\{1}, pour tout ¢t €]0, 400 :

1

tr (2k) < krw(V2t) + 2w(1) + 2y + 4.
En particulier, on note que, pour tout ¢ €]0, +oo[, w(v/2t) > 0 puisque hﬁrgO tV2k = +o0.
e Montrons désormais que, pour tout t € }0 ; 5 [, on a w(v/2t) > %
Soit t € }O, T [ On pose :

= [ ()] ety = [ (RO e

Notons que — In(2t?) = In (5) < p par définition de p donc 1 ln(2t2) > —1 d’ot, par croissante

de la fonction exponentielle, (2t2)p > 1

Montrons que 'on a également I'inégalité k%w(ﬁt) > 2w(l) +2y+4.
Puisque v/2t < e% <1,ona:

2w (1)+2”y+4

w(v2t)

et comme p>2,onap<2p—2<2In (2—12) par définition de p, d’ot :

0 <w(vV2t) < w(1) < 2w(1) + 2y + 4 donc

s (2w(1) + 2y + 4G (1) +2y 44
x (M) 2 A

77

21n
car k > (%) & par définition de k et que, pour tout x € [1,+oco[, la fonction

y — x¥ est croissante sur R*. On a donc bien k%w(\/ﬁt) > 2w(l) + 2v + 4.
On en déduit que :

3 =

<ok < RV + 20(1) + 2y + 4 < 2kPw(VE).

1
Or, pourtouttE}O,IQ[,k>1donc pourtouttE]O,\[Q[, onaw(\/_t)22—

e Cependant, hI% w(s) = 0, ce qui est absurde. On a donc bien le résultat. O
5—

Le théoréme 2 ne permet donc pas de prouver que pour tout couple (X, F) de Banach,

I'existence d’un plongement grossier entre X et F implique 'existence d’un plongement uni-
forme entre X et £,(F), puisque certains espaces ne permettent pas toujours de prolonger une
application lipschitzienne en une application uniformément continue.
Il existe cependant des espaces E pour lesquels on sait trés bien prolonger une application
lipschitzienne & valeurs dans E tout en conservant son caractére lipschitzien (et donc unifor-
mément continu). C’est le cas des espaces R, C, o, ¢o et C(K) avec K un espace métrique
compact, ce qui fait 'objet de la troisiéme partie de ce mémoire.
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3 Prolongement d’applications lipschitziennes

3.1 Fonctions a valeurs réelles et complexes

Commencons par traiter le cas le plus élémentaire ; celui des fonctions a valeurs réelles. Le
résultat est le suivant :

Proposition 3. Soit (Y, d) un espace métrique, A une partie non vide deY, C e R*, f: A >R
une application C-lipschitzienne.

Y —- R
Alors g : T lgg(f(m) + Cd(z,y)) est un prolongement C-lipschitzien de f.

Démonstration. e Montrer que g est bien définie. Soit y € Y. Puisque A # @, il existe a € A.
Pour tout z € A, on a :

f(a) = f(z) < Cd(a,z) < Cd(a,y) + Cd(y, v)

donc, pour tout z € A :

d’ou {f(z) + Cd(z,y),xz € A} est une partie non vide minorée de R, ce qui assure la bonne
définition de g.

e Montrons que g est un prolongement de f. Soit y € A.

Comme y € A, g(y) < f(y) + Cd(y,y) = f(y). De plus, pour tout x € A, on a f(y) — f(z) <

Cd(z,y) donc f(y) < ing(f(a:) + Cd(z,y)) = g(y). Donc f(y) = g(y) d’ont g est bien un
re

prolongement de f.

e Montrons que g est une application C-lipschitzienne. Soit (y, z) € Y2. Par symétrie, il suffit

de montrer que g(y) — g(z) < Cd(y, z). Pour tout x € A, on a :

9(y) < f(z) + Cd(z,y) < f(z) + Cd(z, 2) + Cd(z,y)

donc ¢(y) — Cd(y, z) < g(z), ce qui assure le résultat. O

Le cas des fonctions a valeurs complexes s’en déduit alors immédiatement, comme ’affirme

le corollaire ci-dessous. Notons cependant que la constante de Lipschitz est multipliée par un
facteur /2.

Corollaire 5. Soit (Y, d) un espace métrique, A une partie non vide de Y, C € R*, f: A — C
une application C-lipschitzienne.
Alors f admet un prolongement g : Y — C /2C-lipschitzien.

Démonstration. Les applications f; = Re(f) et fo = Im(f), définies sur A sont C-lipschitziennes
a valeurs réelles donc d’aprés la proposition précédente, f; (respectivement fy) admet un pro-
longement ¢; : Y — R (respectivement g : Y — R) C-lipschitzien. L’application g = g1 + igs
est alors un prolongement v/2C-lipschitzien de f. m

On peut alors se demander si le facteur /2 est optimal. La situation idéale aurait été la
conservation de la constante de Lipschitz. L’exemple suivant montre cependant que, dans le
cas des fonctions a valeurs complexes, la multiplication de la constante de Lipschitz par une
constante strictement plus grande que 1 lors du prolongement est inévitable.
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Exemple. Posons X = {e,p1,pa2,p3}. On munit X d’une distance en posant, pour tout i €
11,3]], ple,pi) = 1, pour tout (i,j) € [|1,3|]* vérifiant i # j, p(pi,p;) = 2. Considérons
f :Ap1,p2,p3} — C une application isométrique (f est alors 1-lipschitzienne). On note que
f envoie py,pa, ps sur les sommets d’un triangle équilatéral ABC. Pour prolonger f en une
application lipschitzienne g sur X avec la meilleurs constante de Lipschitz possible, il faut
envoyer e sur le centre de gravité du triangle ABC'. La constante de Lipschitz de cette application

2
g est alors 7> 1.

Le facteur optimal se situe donc entre \% et /2. Rieffel a montré en 2006 qu'’il est égal & %
(cf [7], p.175).
Une preuve similaire permet d’étendre le résultat aux applications lipschitziennes a valeurs dans
R™, n > 3, avec une constante de Lipschitz multipliée par \/n si 'on munit R" de la norme
euclidienne.
Traitons désormais le cas des applications lipschitziennes a valeurs dans un espace de dimension
infinie, I'espace /.

3.2 Fonctions a valeurs dans /.,

On a le résultat suivant :

Proposition 4. Soit (Y, d) un espace métrique, A une partie non vide de Y, C € RT, f: A —
(loo, ||-|loc) une application C-lipschitzienne.
Alors f admet un prolongement g : Y — (Uoo, ||-]|o0) C-lipschitzien.

Yy - R
Démonstration. Pour tout n € N, posons g, : y — inf(f,(2) + Cd(z,y)) - On pose éga-
$EA n Y

Y — RN
lement g : .
Yy = (9n(Y))nen
D’aprés la proposition précédente, g est bien définie et, pour tout n € N, g, est un prolongement
de f,. Montrons que, pour tout y € Y, g(y) € {s. Soit y € Y. Puisque A # @, il existe a € A.
Pour tout n € N, on a alors :

92 ()] < [fula)| + Cd(a,y) < [|f(a)]l + Cd(a,y)

donc, pour tout y € Y, g(y) € ls.
De plus, pour tout (y,2) € Y2, pour tout n € N, |gu(y) — ga(2)| < Ca(y.2), don g(y) —
9(2)||eo < Cd(y, 2), ce qui assure que g est C-lipschitzienne. O

Notons qu’une preuve similaire assure que le résultat reste vrai si on remplace ¢, par £ (I'),
avec [ un ensemble d’indices quelconque non vide. Le résultat ci-dessus s’étend immeédiatement
au cas oil /o, est remplacé par un sous-espace F C /., complémenté dans /., avec éventuellement
une perte de la conservation de la constante de Lipschitz. Bien que ¢y ne soit pas complémenté
dans /., on peut tout de méme obtenir le résultat pour des fonctions lipschitziennes & valeurs
dans ¢, la constante de Lipschitz étant alors multipliée par 2.

26



3.3 Fonctions a valeurs dans ¢

Ceci découle de I'existence d'une rétraction 2-lipschitzienne de ¢, sur ¢y, que nous montrons
ci-dessous.

Lemme 8. Soit © € . On a : d(z,co) = limsup |x,|.
n—oo

n
Démonstration. e Notons (e, )nen la base canonique de cog. Pour tout n € N, >~ zrey, € coo C ¢

k=0
donc :
n
d(z,c) < ||z — Zazkek < sup |xg| — limsup |z,|
=0 - k>n+1 n—=0%0 poo
donc d(x, cp) < limsup |x,].
n—oo
e Soit y € ¢o. Il existe ¢ : N — N strictement croissante telle que limsup |z,| = lm |zgm)|.
n—o0 n—r+00
On a alors :
hin_i}jp |mn| = nglfoo |l‘go(n) - ygo(n)l car y € o
< H(xcp(n) - y«p(n))neNHOO < flz = ylle
d’ott limsup |z,| < d(x, ), ce qui assure le résultat. O
n—oo

Définition 4. Soit (Y, d) un espace métrique, X C Y, C' € RT. Une application C-lipschitzienne
r:Y — X vérifiant rx = Idx est appelée une rétraction C-lipschitzienne de Y sur X.

Proposition 5. Il existe une rétraction 2-lipschitzienne de {, sur cy, notée r.

. 14 — Co
Démonstration. On pose r : o ou, pour tout z € f,, pour tout n € N,
b { = (r(@)pen 0P < P
0 si <d
r(x), = 1 2l (I7CO). Montrons que 7 est bien définie et est
(|xn| — d(x, o)) sgn(z,)  si|x,| > d(z,co)

une rétraction 2-lipschitzienne.
e Montrons que r est bien définie. Soit x € {,. Montrons que r(x) € ¢q. Soit £ > 0. Puisque

d(x,cy) = limsup |z,| < co donc il existe nyg € N tel que, pour tout n > ny, |z,| < d(x,cy) + €.
n—oo
Alors, pour tout n > ng, on a :

x sl |x,| < d(z,c), |r(z),] =0<e¢;

x sinon, |x,| > d(z,co) et |r(x),] = |z, — d(z,¢) < €.

Donc, pour tout n > ng, |r(x),| < e, dou r(x) € ¢y, ce qui justifie la bonne définition de 7.

e Montrons que 7|, = Id,,. Soit x € ¢y, d(x,cy) = 0 donc, pour tout n € N, r(x), = (|z,| —
0) sgn(z,) = x, donc r(z) = x, d'olt r|o, = Id,,.

e Montrons que r est 2-lipschitzienne. Soit x,y € (.

Montrons que, pour tout n € N, |r(z), — r(y)n| < 2||x — y|oo- Soit n € N.

x sl |x,| < d(z,co) et |yn| < d(y,co), alors |7(z), — 7(y)n] =0 < 2|2 — Y| ;

81 |z,| < d(z,c) et |y,| > d(y, co), alors, comme 'application z — d(z, ¢y) est 1-lipschitzienne
sur o, on a :

7(2)n = 7(Y)nl = yn| — d(y, co) < |yn| — 20| +d(z, co) — d(y, co) < 2|7 — yl|oo;
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x sl |x,| > d(z, o) et |y, < d(y,co), on a de méme : |7(2), — 7(Y)n] < 2|2 — Y||loo;
x sl |x,| > d(z,co) et |y,| > d(y, co), alors :
r(@)n = 7(Y)n] = [(lza] — d(z, co)) sgn(@n) = (|yn| — d(y, co)) sgn(yn)|
< @0 — Y| + |d(z, co) sgn(@n) — d(y, co) sgn(yn)]
< 2[|z = ylloo-
En effet, si z,y, > 0, alors :

|d(z, co) sgn(en) — d(y, co) sgn(yn)| = |d(z, co) = d(y, co)| < [l =yl

car d(+, ¢o) est 1-lipschitzienne, et si x,y, < 0, alors

|d(2, co) sgn(xn) — d(y, co) sgn(yn)| = d(x, co) + d(y, co) < [wn] + [yn] = |20 = yn| < |2 = ylls-
Finalement, pour tout z,y € (o, ||7(z) — 7(y)||o < 2]|z — Y|, ce qui conclut. O

La remarque suivante montre que la constante 2 obtenue dans le résultat précédent est
optimale.

Remarque 3. St p : (o — cy est une rétraction A\-lipschitzienne, alors A > 2. En effet, si on
note e la suite constante égale a 1, pour tout n € N, on a :

lp(e) = 2enlloo = [lp(e) = p(2en)[loc < Alle = 2enloc = A.
Or p(e) € ¢y donc liIJP |lp(e) — 2e,||l00 = 2, dou X > 2.
n—-+0oo

On obtient alors le résultat souhaité :

Corollaire 6. Soit (Y,d) un espace métrique, A une partie non vide de Y, C € RT, f: A —
(co, ||-|loo) une application C-lipschitzienne.
Alors f admet un prolongement g : Y — (co, ||.||c0) 2C-lipschitzien.

Démonstration. D’aprés la proposition 4, comme ¢y C {4, f admet un prolongement g : Y —
(Yoo, ||-]|oo) C-lipschitzien. Posons g = rog. Montrons que g est un prolongement 2C-lipschitzien
de f.

e Pour tout z € A, g(z) =r(g(z)) =r(f(z)) = f(x) car f(z) € ¢, donc g prolonge f.

e Pour tout (z,y) € Y? ona:

l9(2) = 9(W)lloo = lIr(g(z)) = 7(g(¥)llo < 2[9(z) = G(WY)lloo < 2C]|7 = Ylloo

d’ou le résultat. ]

Un autre espace se comporte bien vis-a-vis du prolongement d’applications lipschitziennes,
comme ’a montré Kalton en 2007 (cf [3]). Le résultat, que nous admettrons, est le suivant :

Théoréme 5. Soit Y un espace métrique, K un espace métrique compact, A une partie non
vide de Y, C € RT, f: A — (C(K),|.||s) une application C-lipschitzienne.
Alors f admet un prolongement g : Y — (C(K),||.||l) 2C-lipschitzien.

On note alors que, pour tout espace de Banach X, si £ € {R,C,R" (., ¢, C(K)} (n > 2, K
espace métrique compact), le couple (X, F) vérifie : [pour tout 1-réseau N de X, toute applica-
tion lipschitzienne f : N'— F admet un prolongement F' : X — F uniformément continu ()]
donc l'existence d'un plongement grossier de X dans E implique I'existence d'un plongement
fort de X dans £,(F), pour tout p € [1, +o0].
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Pour conclure, les résultats obtenus par Rosendal permettent d’en savoir plus sur les liens
entre plongements grossiers et plongements uniformes entre espaces de Banach, bien que I'exis-
tence d’une implication entre les assertions "X se plonge uniformément dans E" et "X se plonge
grossierement dans E", ou X et E sont des espaces de Banach, reste inconnue.

Le contre exemple fourni par Naor montre que si, pour tout couple de Banach (X, F), I'exis-
tence d'un plongement grossier de X dans E implique 'existence d’un plongement fort dans
(,(E), 1 < p < 400 'hypotheése [pour tout 1-réseau N de X, toute application lipschitzienne
f: N — E admet un prolongement F': X — E uniformément continu (x)] doit étre assouplie
afin de le démontrer.

Pour compléter ce projet, des résultats sur I'espace de James, qui fournit un exemple d’espace
non isomorphe a son carré, sont démontrés en annexe.
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A L’espace de James J

A.1 Définition et premiéres propriétés

L’espace de James, défini ci-dessous, a été introduit en 1950 par Robert James. Il fournit
de nombreux contre-exemples dans la théorie des espaces de Banach. En particulier, c¢’est un
espace isomorphe & son bidual qui n’est pas réflexif. Nous nous concentrons ici sur quelques
propriétés de cet espace. On pourra trouver d’autres résultats dans [1] et [5].

Définition 5. On définit l'espace de James par :

n

J = ¢ (Tn)nen € o(R); sup Z(mpj - xpjf1)2 < +00

neN*

N —
1<po<p1<--<pneN* =1

Pour tout x € J, on pose :

1
1 n 2
llls = 5w ((mpn —2p0)> + ) (i, — $pk1)2>

2 neN*
1<po<p1<-<pn

et :

1
n 2
zllo = sup (Z(xpk - ‘Tpk1>2> .

neN* k=1
1<po<pi<--<pn =

Remarque 4. o ]| est clair que J est un R-espace vectoriel ;
e Notons que, pour tout x € J, on a :

1
—||x|lo < ||z||; < \/5 Z||g-
\@H lo < [lzlls < V2llz]lo
Lorsque J est muni d'une de ces deux normes, c¢’est un espace de Banach, comme le montrent
les deux résultats suivants.

Proposition 6. Les applications ||.||; et ||.||o définissent des normes sur J.

Démonstration. Montrons que [|.||; définit une norme sur X.
e Pour tout = € J, pour tout A € R, on a bien || Az||; = |A|||z];.

e Soit € J telle que ||z||; = 0. Comme |z]|; = 0 la suite = est constante. Or hrf Ty, =0
n—-+0o0

donc z = 0.
e Soit (x,7) € J2. Pour tout n € N* | pour tous 1 < py < p; <--- < p, € N*, on a :

(((az + Yo — (@ Y)p)? + D (@ + )y, — (z+ y>pk1>2>

k=1

N

= (((xpn — Zpy) + (Yp. — ypo))2 + Z((xpk — Ty )+ (Ypi — ypkl))2>

1 1
n 2 n 2
< (xpn o $P0>2 + Z(xm - ‘Tpk1>2> + ((ypn - yp0)2 + Z(ypk - ypk1)2>

k=1 k=1

< V2(l|z]ls + [lylls)
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puisque ||.||2 est une norme sur fs.

Dot |z +ylls < flz(ls + [lyll-

Donc (., ].]|5) est un espace vectoriel normé. De méme, (., ||.||o) est un espace vectoriel normé.
[

Théoréme 6. (J,||.||o) est un espace de Banach.

Démonstration. Soit (¥ = (2F),en )ren= C J telle que > ||2¥]|g < +0o. Montrons que > z*
k=1 kEN*
converge (dans (J, ||.]|o)-

oo
Pour tout (k,n) € (N*)?, |zF| = lim |zF — 2% | < ||2*||o donc, pour tout n € N*, 3~ |2F| < 400
m—00 k=1

d’ot1, comme R est complet, pour tout n € N*, S 2% converge. Pour tout n € N*, on pose
keN*
ok
Ty =Y. X,
k=1

Posons également = = (z,)nen+. Comme (¢, ||.||) est complet, on a x € ¢y. Montrons alors

que z € J et que z = Y. ¥ (pour ||.[|o).
kEN*
Pour tout n € N*, pour tous 1 < py <p; <---<pp,ona:

(zum—xm_l)?) _ z(z@g—x;g) gz(zug—xw) <3 et

=1 =1 k=1

car ||.||2 vérifie I'inégalité triangulaire. Donc x € J.
Pour la méme raison, pour tout m € N*, on a :

n m m 2 2
= Ssu Ly, — Z’k — s — l’k
- I\E pj Dj Pj-1 Pj—1
ne . _ —
0 1<po<pi<-<pn \I=1 k=1 k=1

== sup
neN*

n
1<po<p1<--<pn \JI=!
o

1
n 2
k k 2
Su}\? <‘ij xpj71>
neN* s
1<po<p1<-<pn F=m+1 \j=1

<
oo
< Y ke — 0
m—00
k=m+1

n

x— > aF

k=1

= 0, et termine la preuve. O]
0

ce qui assure que lim
n—-+0oo

Remarque 5. La remarque 4 assure que (J, ||.||s) est également un espace de Banach.

Cet espace J est séparable et admet pour base de Schauder la base canonique de cyg. Cela
fait 'objet de la proposition suivante.

Proposition 7. La famille (e,)nen+ est une base monotone de (J,||.]|o)-
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Démonstration. Pour tout n € N* e, € J\{0} donc il suffit de montrer les deux points suivants :
(i) J = Vect{e,,n € N*};

(17) Yn >m > 1,V(as, -+ ,a,) € R™,

0 0

e Montrons le point (i).
Soit = (T )nen € J, € > 0. Par définition de ||z||o, il existe n € N*, 1 <py < --- < p, € N*

tels que :

D (@ =) > el — €

k=1
Pour tout m € N*, pour tous p,, < o < ¢1 < -+ < ¢, € N*, on a alors :

m

n m
)3 — & + Z(qu - qufl)z < Z(xpk - mpk71)2 + (Tgo — Tp,,) )2+ Z Tgp — Tgp ) 2 <l
- - k=1

d’ou : 1
pn+1 m 2
T — g Trer|l = sup E :L‘qk Tgp ) <e
EN*
k=1 0 pn<qoeqi<-—<qm \k=1

ce qui assure que = € Vect{e,,n € N*}.
e Montrons le point (7).
Soit n >m > 1, (a1, -+ ,a,) € R". On a :

m
§ A
k=1

WE

1
2
(apk'_'apk—1)2)

1
2
(apk — Qpy,_,y )2>

= sup
NeN*
0 1<po<pi<--<pn<m

< swp
NeN*
1<po<p1<--<pn<n

n

E arCy

k=1

b
Il

1

WE

b
Il
—

0

donc (i) est vérifié.
Finalement, la famille (e, ),en+ est une base monotone de (J, [|.||o)- O

Remarque 6. Une preuve similaire montre que (e, )nen= est une base monotone de (J,|.||5).

Avant de prouver que la base duale de cette base de Schauder de J est une base de Schauder
de J*, introduisons quelques notations et une définition.

Notations 1. Soit X un espace de Banach admettant une base de Schauder (x,,)nens.
e Pour tout 1 <n < m < +o00, on note [z, = Vect{zy,n <k <m};

X — Vect{zg,1 <k <n}
e Pour tout n € N*, on pose P, : D
’ T= ) apXp Y QpTg
kEN* k=1

Définition 6. Soit X un espace de Banach admettant une base de Schauder (xp)pen+. On dit
que la base (x,)nen= est contractante si la suite des fonctions coordonnées (x)),en+ est une base
de Schauder de X*.
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Afin de prouver qu’une base de Schauder est contractante, nous disposons du critére suivant :

Lemme 9. Soit X un espace de Banach admettant une base de Schauder (z,)nen:.
La base (xn)neN* est contractante si et seulement si :

=0

V' € X*, lim Hx* .
L (leel2,,)

n—-+4o0o

Tl
Démonstration. Notons K la constante de base de (z;,)nen-
e Supposons la base (z,,),en+ contractante. Alors, pour tout * € X* on a :

lim ||z* — Prz*||x~ = 0.
n——+00

Soit x* € X*, n € N*\ {1}, y € [z]32,,. Comme P, 1y =0, on a:

Y|

(™, y)x= x| = (@, y)x+ x — (2", Pac1y) x- x| = (@™ ) xo x—(Pp 12", ) x= x| < |2 =Py 2" || x+
donc :
LSzt = By xt|x-

‘ (lerl2,)

PR * 3 *
d’oti, pour tout x € X*, lim H$\[Ik]i":n

*
Tlaglee,

n——+o0 ([l‘k]?’:n)*
e Réciproquement, supposons que, pour tout x € X*, lim er‘[ Joo .= 0.
n—-+o00 Tklg=n ([xk}?’:n)
Soit x* € X*. Pour tout € X vérifiant ||z|| =1, on a :

(" = Prat,a) e x| = [, (1 = Pe) e x| = (ot (= o))

I=Pillxx <(1+K) |

X* X

ES
Loz,

S erxk]go:TH»l .| * 1.]9° *
([ k]k:n) ([ k]k:n)

donc la base (z,)nen+ est contractante. O

On peut alors utiliser ce critére pour montrer que J admet une base contractante.

Proposition 8. La famille (e,)nen+ est une base contractante de (J,||.||o)-

Démonstration. Raisonnons par I’absurde en supposant que ce n’est pas le cas. D’apres le lemme

*

9, il existe z* € J* tel que lim at . 7# 0. Cela signifie qu’il existe € > 0, et une

n—-+oo ([%];";n)

suite (ng)gen+ C N* strictement croissante tels que :

erlitn

Vk € N*, > e

][]

i=ny

([xi]g”ky

On en déduit qu'il existe (zj)gen+ C J vérifiant : pour tout k € N*, ||zx|lo = 1, zx € Vect{z;,i >
ng} et o*(z) > e.

Afin d’obtenir une contradiction, construisons par récurrence une suite (yx)ren+ C J telle que
> %yk converge dans J et z* ( > %yk) diverge.

keN* kEN*

e Initialisation : Posons m; = n;. On a :

n
lim (€], z1)3 g6 =2z et x¥(z1) > €

n—+00 4
i=ny
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donc il existe n, > m; vérifiant :

ne—1
x” (Z(ef,zlh*,ﬁi) > €.

i=n1
mo—1
DIRRCHRIVE N [
On pose alors my = n, et y; = m;i

> (efiz1)gx g€

1=nq

0

mo—1
Comme || > (ej,z1)53€i|| <|lz1]lo =1 car la base (e,)nen+ est monotone, on a :
1=n1 0
lyallo =1 et 2*(y1) > e.
e Hérédité : Supposons ainsi construits my < mg < --- < myy1 € {ns,i € N*} et yy, -+ ,yp € J

tels que, pour tout j € [|1, &[], on ait :

mjy1—1

yi= Y lehudaen lyillo = 1et a*(y;) > e

1=m;

Par hypothese, il existe j € N* tel que my4; =n;. On a :

n

lim Z(e;‘,zj)J*Jei =zjet 2*(zj) > ¢

n—+0o0
=N
donc il existe n; > n; vérifiant :
nj/—l
* *
x E (e, zj)y g€ | >e.
i=n;
mk+271
. Z <6fvzj>J*,Jei mk+2—1
i=mgl
Posons myio = nj et ypy1 = e . Comme >oo(erziraell < lzillo =1
. Z (6:,2‘7‘>J*’J6i =Mk 0
i=mpgy o
puisque (e, )nen+ st une base monotone de J, on a :
*
[yes1llo =1 et @™ (y41) > €.
Ceci termine la construction de (yx)ren+ C J par récurrence.
o0
Posons § = Y %yk € ¢g. Montrons que g € J. Soit n € N*, 1 <pg < --- < p, € N*.,

k=1
Pour tout i € N*, posons A; = {k € [|1,n|];m; < pr—1 < pr < mi11 — 1}. Posons également

A=J A et B=[|1,n]]\ A.
i=1
Pour tout 7 € N*, on a :

5 — s = 3 (LI LS ) — it < P

1
kEAZ kGAZ kGAZ
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Soit alors k € B. 1l existe (i,5) = (i(k),j(k)) € (N*)? tel que m; < pr1 < myq — 1 et

m; < pr < mjp1 — 1 (en particulier ¢ < j). On a :

G Y= (yj(pk) - yi(l;;—l))Q ~5 (yj(?k)Q N yi(pk—l)2> <2 (

]2 ]2 72

On en déduit que :

n

15115
j?

Z(gpk - gpk—1>2 = Z(gpk - gpk—1)2 + Z(gpk - gpk—1)2

k=1 keA keB
oo

= Z Z (gpk - gpk—1)2 + Z(?jpk - gpk_l)Q

i=1 keA; keB
=1 2 2
<y = — .
SPIEDY (j<k>2 BT )

_|_

%115
;2

):_

2
j2

Or, pour tout (k, k') € B? tel que k # k', j(k) # j(K'). En effet, soit (k, k') € B? tel que k < k'.

Si j(k) = j(k') =7, alors :

mj <pr < pr—1 < pr <mjg —1

ce qui contredit &' € B. Donc on a donc le résultat par symétrie. De méme, pour tout (k, k') € B?

tel que k # k', i(k) # i(k'). On en déduit que :

d’ou :

3

ce qui assure que y € J.
Cependant, pour tout n € N*, on a :

donc z* ( > %yk) diverge, ce qui est absurde.
kEN*
Finalement, la base (e,)nen+ est une base contractante de (J, ||.||o)-

]

Remarque 7. On en déduit que la famille (e,)nen est également une base contractante de

CRRIEE

La base contractante (e,),en+ ayant la particularité d’étre monotone, on en déduit que la

base (e, )nen+ lest également, ce qui fait 'objet du lemme ci-dessous.

Lemme 10. Soit X un espace de Banach admettant une base contractante (x,)nen+ telle que

(Zn)nen est une base monotone.
La base () nen+ est également une base monotone de X*.
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Démonstration. Soit n >m > 1, (a1, - ,a,) € R™. Montrons que :

m
g axxy
k=1

n

E axxy,

k=1

<

X* X*

Soit € > 0. Il existe x = ) frzy € X vérifiant :

k=1
m m
|z|| =1 et g agzy, | ()] > g apri|| —e.
On a alors :
m m
E apzyl| < E apxy | ()| +¢
k=1 X* k=1
m m
= E akTy E Bivi || +¢
k=1 i=1
n m
*
= E apxy, E Bix; || +€carn>m
k=1 i=1
n m
< g axTy, E Bixi|| + ¢
k=1 x+ |li=1
n
< E arxyll ||x|| + & car (zx)ken+ est monotone
k=1 X
n
*
= E iy, +e
k=1 X*
d’ou
m n
E agxy, < E arxy
k=1 X * k=1 X*
ce qui assure que la base (x),cn+ est également une base monotone de X*. [

A.2 Non-réflexivité de I’espace de James

Ce résultat, bien qu’intéressant en lui-méme sert surtout a démontrer la proposition suivante,
ramenant le calcul de la norme d’un élément du bidual de J au calcul de la norme d’un élément

de J.

Proposition 9. On munit J de ||.|| = ||.|ls ou |.]lo. Soit z™* € J*.
Pour tout i € N*, on pose & = x*™*(e}). On a :

n
*x
I

Jxx = sup

i€
neN* 1

1=
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Démonstration. Si x** = 0, le résultat est immédiat donc on peut supposer ** # 0. Montrons
que :

|z**||;++ = sup |z™(z")| = sup sup |z™* (x™)].
z*eJ* neN* z*GVect{e’i‘,w,ez}
flz= [l 5==1 llz* || g% <1
Soit € > 0. Il suffit de montrer qu’il existe n € N*, 2* € Vect{e},--- , e’} vérifiant ||z*[|;+ < 1
et |z* (x*)| > |||y — 2e.
Par définition de ||2**||;+, il existe y* € J* vérifiant ||y*||;+ = 1 et |2™*(y*)| > [|z**||;+« — &.
D’aprés la proposition 8, il existe n € N* et (z7,--- ,2%) € R™ tels que :
- €
k=1 J* J
n
Posons z* = Y zje; € Vect{e}, - ,e:}. D’aprés le lemme 10, ||2*||;+ < ||[y*|l;- =1 et :
k=1
d’ou ||z**||j++ = sup sup |z** (x*)).
neN* z*EVect{eT,m en}
fl* (5= <1
Or, pour tout n € N*, pour tout z* = Z xye; € Vect{ef, -+ ,ef}, ona:
k=1
* ** *

|— en)| =Dz
k=1

donc, d’apres le théoréme de Hahn-Banach :

)
k=1

n
ok
|27 3=+ = sup sup E kex || = sup E Eker
neN* z*eVect{e], - ef neN* k=1
flz* |3+ <1
ce qui assure le résultat. O

Dans la suite, on munit J de ||.||p mais les résultats restent vrais pour ||.||;. Afin de montrer
que J n’est pas réflexif, nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 11. Soit ** € J*™. On pose £ = (z™*(e}))nen C R.
On a :

n

sup Z(fpg’ - fpja)z < +00

neN* 1
1<po<p1 <-<ppn EN* J=

et & converge.

Démonstration. e Commencons par montrer que sup Z(i'pj — fpjfl)Z < +00.

neN*
1<po<p1<---<pn EN*

Soitn e N*, 1 <py<p; <---<p,€N* D’aprés la proposition 9, on a :

n

Z(fpk gp; 1

k=1

Pn

Z §k€k
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d’ou sup Z(Spj - §pj_1)2 < a3 < +o0.

neEN*

1<po<pi<- <pn6N*
e Montrons désormais que £ converge. Comme R est complet, il suffit de montrer que la suite

¢ est de Cauchy. Soit € > 0.
D’aprés la proposition 9, il existe N € N* tel que :

2

al €
k=1 0
N
Par définition de || > &rexl|| , on en déduit lexistence de 1 < py < p; < -+ < p, < N vérifiant :
k=1 0
n N 2 82
2 2 2
Z(fpk - fpj—l) — ngek - E Z ||x** J** - 5 .
k=1 k=1 0

On a alors, toujours d’aprés la proposition 9, pour tout p > ¢ > N :

(gp - 5q)2 = <Z<€pk - gpj_1>2 + (gp - 5q)2> - Z(gpk - épj_1)2 S ||5L‘** ?** — ||IL'** 3** + 52
k=1 k=1
ce qui assure le résultat. O

Notons IT : J — J** l'injection canonique. Nous avons désormais tous les outils en main
pour montrer que J n’est pas réflexif. Pour ce faire, nous montrons le théoréme suivant, plus
fort, qui nous permettra par la suite de démontrer que J et J & J ne sont pas isomorphes.

Théoréme 7. L’espace I1(J) est de codimension 1 dans J*.

Démonstration. D’aprés le lemme 11, 'application :

J* = R
T:3 # — lim r**(ef)
n—-+00

est bien définie. On note que T est linéaire.
e Montrons que ker(7") = II(J).
* Pour tout x € J, on a :

Vn € N* I1(x)(ey) = e} (x) —_ Ocarx € J C ¢
donc II(J) C ker(T).
* Soit ©** € ker(7).
on a ker(T) C II(J).
D’ou ker(T') = II(J).
e Montrons que T est surjective.
Par linéarité, il suffit de montrer que 1 € T'(J*). Posons E = Vect{e},n € N*} C J" et :

D’aprés le lemme 11, la suite £ = (x**(€}))nen= € J. Puisque I1(§) = a**,

L'Ll

FE — R

N N
dYanel — > a,
n=1 n=1

EE
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N
Montrons que x** € E*. Notons que z** est bien linéaire. Pour tout 2* = » a,e’ € E, on a:

n=1
N
n=1
donc 2** € E*.

Or E est dense dans J* d’aprés le lemme 10 donc z** s’étend de maniére unique en une appli-
cation Z** € J** encore notée x**. Or, pour tout n € N*, z**(e*) = 1 donc T'(z**) = 1, ce qui
assure le surjectivité de T'.

e Montrons que 7' est continue.

Pour tout z** € J**, pour tout n € N*, on a :

|2 (2%)| = < [|l”

N
> en
n=1

0

27 ()] < Jla”

s lletllss = 1z |-

donc |T'(x*)| = \ngrfoo ¥ (ef)| < ||| ye=, i.e T est continue et ||T]| < 1.

On en déduit que ’application :

(7M@) - R
T'{x**+H(J) — T(a*)

est bien définie, linéaire, continue, bijective. On note également que, pour tout z** + II(J) €
J= JTII(J), on a :

7™ + ()] < [l + T1(J)

d’ou le résultat. O

J /1) -

Remarque 8. L’application T définie dans la preuve précédente s’avere étre une isométrie. En
effet, soit x** +11(J) € J** /II(J). Il reste a montrer qu’on a :

T (2™ +11(1))| = [l=* + 11(J)

3% JT1(J)-
Posons | = T(x*) € R, y** € J* lunique prolongement de 'application :
E — R

T N N .
dYoanel = > agl
n=1 n=1

Comme z** — y** € II(J), la proposition 9 assure que :

ji:lei

=1

™ 4+ T1(J) =[] = |T(2* +11(J))]

J** = Sup
neN*

gy <y

0
d’ou le résultat.
Le fait que II(J) soit de codimension 1 dans J admet la conséquence suivante : J@ J et J

ne peuvent étre isomorphes. Par conséquent, pour tout p €|1,+o0l, J et ¢, (J) ne peuvent pas
I’étre non plus. C’est ce que nous montrons dans cette derniére sous-partie.
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A.3 Quelques conséquences

Commencons par montrer quelques résultats généraux.

Proposition 10. Soit X un R-espace de Banach isomorphe a J. Notons Iy : X — X**
[injection canonique de X dans son bidual.
Alors lx(X) est de codimension 1 dans X**.

Démonstration. Par hypotheése, il existe T': X — J un isomorphisme. Alors T%* : X** — J**
est un isomorphisme. Notons ¢ : J** — J** /II(J) la surjection canonique. Pour avoir le résultat,
d’aprés le théoréme 7, il suffit de montrer que ker(q o 7**) = [Ix(X). Or, pour tout z** € X**,
on a :

 eker(qoT™) & qoT™ (™) =0
& 3Jj e J; T (™) =11())
& Jr e X;T™(2™) =(T(x)) car T est surjective
S dre Xz ol =T"oa™ =1I(T(z)) =x(x) o T"
& dr € X;a2™ =TIlx(z)car T™ est surjective
& e llx(X)

d’ott TTx(X) est de codimension 1 dans X**. O

Proposition 11. Soit X et Y des espaces de Banach sur le corps K =R ou C.
(&, ) { X®Y — K est une isométrie linéaire
’ (z,y) = x(2)+y(y)

L’application I :
surjective.

Démonstration. e Commencons par montrer que I est bien définie.

: .. X&Y — K
Soit (x*,y*) € X* @y Y*. L’application { . .
) S (r.y) = @@) +yy)

(r,y) € X @ Y, l'inégalité de Cauchy-Schwarz assure que :

est linéaire et, pour tout

|2%(2) + 57 ()] < [l2" LNzl + My lly-llylly <0G y7) xeoy- (2 9)llxe.y

donc I est bien définie et ||1(z*, y*)||(x@.vy- < ||(z*,y")|
e Comme [ est linéaire, elle est donc continue.
e On note que [ est surjective car si ¢ € (X @y Y)*, alors :

X*PoY*-

x*:{X - K o= K eY et p=1I(z"y").

e X et y*:
r = ¢(z,0) Y {y = (0,y)

o Il reste a montrer que, pour tout (z*,y*) € X* @ Y™, |[I(z*, y") |l (x@.v) = (2%, y")]
Soit (z*,y*) € X* @2 Y™, ¢ > 0. Il existe (z,y) C X @y Y vérifiant : ||z
(2" x-2)| = [l %= = &, [y (ly*[ly=»)] = Iy* |5+ — . On a alors :

I(x”,yo)(]]«7)| vey) 2 1@y ) gy — 2¢

= [It=", %) (ll"]

ce qui assure le résultat. O

X*@2Y*
x =1 |lylly = Let

x|y

X*@aY* x+ 2, [y [y =y) | x-@ov+ — 22
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Proposition 12. Soit X et Y des espaces de Banach sur le corps K = R ou C. Notons
Oy : X - X, Iy : Y =5 Y™ et llxq,y : X B2 Y — (X @2 Y)™ les injections canoniques.
Les espaces U xa,y (X @2 Y) et Tlx(X) @2 Iy (Y) sont isomorphes.

Démonstration. D’apres la proposition 11, les applications I* : (X @ V)™ — (X* @y Y*)* et :
R { X @ Y* = K
’ (z*y) = 27 (@) +y (YY)

sont des isomorphismes. Donc T'= K 1o I* : (X ®, Y)* — X*™ @, Y** est un isomorphisme
d’aprés le théoréme d’isomorphisme de Banach. Il suffit alors de montrer que I x (X)) @&,y (V) =
T ollxg,y(X @2 Y) pour conclure. Pour cela, montrons que, pour tout (z,y) € X &, Y, on a
T ollxe,y(z,y) = (lx(z),y(y)). Soit (z,y) € X @2 Y. Soit (z*,y*) € X* B9 Y*. 1l suffit de

montrer qu’on a :

K(T o Uxa,y (z,9)) (2", y") = K(ILx (2), Uy (y)) (=", y").
Or :
K(T © HX@2Y(x7y))(x*’y*> - ]*(HX@QY(ZE, y))(x*a y*) - HX@2Y(x7y)(](x*7 y*))

=1(z",y")(z,y) = v"(x) + y"(y) = Ux(z)(z") + Ly (y)(y")
= K(Ix(x), Oy (y)) (=", y*)

d’ou le résultat. O

Proposition 13. Soit X et Y des espaces de Banach sur le corps K = R ou C. Notons
Oy : X - X", Iy : Y = Y™ et lxg,y : X @Y — (X ®o V)™ les injections canoniques.
Les espaces (X @2 Y )™ /Mlxa,y (X @2 Y) et (X** /M x (X)) By (Y*/IIy(Y)) sont isomorphes.

Démonstration. Reprenons les notations de la preuve précédente. Notons gy : X*™* — X** /Il x(X)
et gy : Y™ — Y*/IIy(Y) les surjections canoniques. On pose :

{X @ Y™ — (XTI (X)) B (Y*/TIy(Y))
T @y = (ax@™),av(y™)

et S=qoT .
L’application S : (X @9 Y)™ — (X /Il x(X)) @9 (Y™ /IIy(Y)) est linéaire, continue, surjective
donc il suffit de montrer que ker(S) = xg,y (X @2 Y). Or :

ker(S) = T71<Hx(X) EBQ Hy<Y)) = HX@2y(X EBQ Y)
d’ou le résultat. ]

Ces résultats permettent d’obtenir le corollaire que nous souhaitions :

Corollaire 7. Notons Iy, ;:J @2 J — (J B2 J)*™ la surjection canonique.
L’espace Mg, 5(J @2 J) est de codimension 2 dans (J g J)**.
En particulier, J et J @9 J ne sont pas isomorphes.
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Démonstration. D’aprés la proposition 13 et le théoréme 7, on a :
(J@o )™ /Ty, 5(J B J) = (I /T1(J)) @o (I /TI(])) ~ R?

donc Iljg, 5(J B2 J) est de codimension 2 dans (J Gg J)**
La proposition 10 assure alors que J et J @5 J ne sont pas isomorphes. O

On obtient alors le corollaire immédiat suivant :

Corollaire 8. Soit p € [1,+0o0].
Les espaces J et €,(J) ne sont pas isomorphes.

Démonstration. Si J et £,(J) sont isomorphes alors, comme N et N? sont en bijection, on a :
JoJ =, l,()) ~0,(])~J
ce qui contredit le résultat précédent. Donc J et £,(J) ne sont pas isomorphes. O]

On peut méme montrer le résultat suivant, plus fort :

Corollaire 9. Soit 1 < p < +o00. Notons Iy, : £,(J) = (£,(J))™ la surjection canonique.
L’espace Iy, 5)(£,(J)) est de codimension infinie dans ( p(J))**
En particulier, J et £,(J) ne sont pas isomorphes.

Démonstration. D’aprés le lemme 4 et le théoréme 7, on a :
L) =0, =0,(JBR) ~ 0,(]) @ ¢,

Notons V : £,(J)*™* — £,(J) & ¢, un tel isomorphisme.

On vérifie que V (I, (5y(€,(J))) = €,(J), d'ott £,(J)** /I, 3y(€p(J)) =~ £, avec £, de dimension
infinie, ce qui assure que I, (5)(¢,(J)) est de codimension infinie dans (£,(J))**.

La proposition 10 assure alors que J et £,(J) ne sont pas isomorphes. [

On a donc montré que J @ J n’est pas isomorphe & J. On peut également montrer que tout
sous-espace X de J est réflexif ou quasi-réflexif d’ordre 1 (i.e dim(X**/IIx(X)) = 1), ce qui
implique que J& J ne se plonge pas linéairement dans J. De plus, J& J étant séparable et J
ayant la propriété de Radon-Nikodym (i.e toute application lipschitzienne de R dans X est
différentiable presque-partout), un théoréme de différentiabilité assure que, comme J @ J ne se
plonge pas linéairement dans J, il n’existe pas de plongement lipschitzien de J & J dans J. Une
question naturelle est alors la suivante : peut-on trouver un plongement grossier ou uniforme

de J®J dans J?
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