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Introduction

Les multiplicateurs de Fourier, utilisés par exemple en théorie du signal, sont des opérateurs
qui agissent sur une fonction en modifiant sa transformée de Fourier, plus précisément en la
multipliant par une fonction spécifique, appelée multiplicateur ou symbole de Fourier.
Certaines applications fréquemment utilisées, comme les translations, sont des exemples simples
de multiplicateurs, la transformée de Hilbert et la projection de Riesz fournissant des exemples
plus élaborés.
La théorie générale des multiplicateurs de Fourier peut se faire sur des groupes topologiques
abéliens localement compacts mais nous nous restreindrons aux cas du tore et de la droite réelle
dans ce mémoire.
De nombreuses questions naturelles dans ce domaine restent ouvertes, comme la caractérisation
des multiplicateurs de Fourier des espaces Lp, p ∈]1,+∞[\{2}. Les cas p = 2 et p = 1, et donc
p = +∞ car les multiplicateurs de Fourier de Lp sont les mêmes que ceux de Lq si on note
q l’exposant conjugué de p, sont les seuls pour lesquels le problème de la caractérisation est
résolu, le cas p = 2 étant le plus simple car toute fonction mesurable bornée s’avère être un
multiplicateur de Fourier de L2.

Ce mémoire est découpé en deux parties. La première est consacrée à l’étude des multipli-
cateurs de Fourier sur le tore, la deuxième à l’étude de ces mêmes multiplicateurs sur la droite
réelle.
Nous donnerons en particulier une caractérisation des opérateurs de Lp commutant avec les
translations et nous expliciterons les multiplicateurs de Fourier de L1 (et L∞) et L2.

Plus précisément, dans la première partie, après avoir introduit le vocabulaire et donné quelques
résultats principaux concernant les multiplicateurs de Fourier du tore, nous nous intéresserons
à deux multiplicateurs importants, la transformée de Hilbert et la projection de Riesz. Pour
cela, nous démontrerons deux théorèmes d’interpolation, les théorèmes de Riesz-Thorin et de
Marcinkiewicz. L’étude de ces multiplicateurs nous permettra d’en savoir plus sur les espaces
Lp(T), p ≥ 1, ainsi que sur la convergence des séries de Fourier dans ces mêmes espaces.

Le début de la deuxième partie sera consacré à la preuve de quelques résultats généraux concer-
nant les multiplicateurs de Fourier sur la droite réelle. Nous montrerons ensuite deux théorèmes
donnant une condition suffisante pour que des opérateurs soient des multiplicateurs de Fou-
rier : le théorème de Mikhlin et le théorème de multiplicateur de Marcinkiewicz. Pour cela,
nous aurons besoin des théories de Calderón-Zygmund et de Littlewood-Paley. Nous montre-
rons également que la transformée de Hilbert est un multiplicateur de Fourier de Lp(R), lorsque
p ∈]1,+∞[.
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1 Multiplicateurs de Fourier sur le tore

1.1 Définitions et premières propriétés

Avant d’énoncer les premiers résultats, introduisons quelques notations et définissons les
multiplicateurs de Fourier sur le tore.

Pour tout p ∈ [1,+∞], on considère Lp(T) muni de la norme

‖f‖p =


(∫ 2π

0
|f |p dλ

2π

) 1
p si p <∞

Supess(f) si p = +∞
.

Pour tout n ∈ Z, on pose en :

{
R → C
t 7→ eint

. Notons P = Vect{en, n ∈ Z} l’ensemble

des polynômes trigonométriques, et rappelons que, pour tout p ∈ [1,+∞[, P‖.‖p = Lp(T),
P‖.‖∞ = C (T).
Pour tout f ∈ L1(T), pour tout n ∈ Z, on définit f̂(n) =

∫ 2π

0
f(t)e−int dt

2π
. Notons également PR

l’ensemble des polynômes trigonométriques à valeurs réelles et P+ l’ensemble des polynômes
trigonométriques à valeurs réelles positives.

Notons que, pour tout n ∈ Z, pour tout p ∈ [1,+∞],
{
Lp(T) → C
f 7→ f̂(n)

est une forme linéaire

continue sur Lp(T).
Pour tout p ∈ [1,+∞], définissons désormais l’espace de Hardy du tore par :

Hp(T) = {f ∈ Lp(T);∀n < 0, f̂(n) = 0}

qui est un sous-espace vectoriel fermé de Lp(T).

Définition 1. Soit p ∈ [1,+∞[, m : Z→ C une application. On pose :

Tm :

{
P → P
f 7→

∑
n∈Z

m(n)f̂(n)en

et on dit que T : Lp(R)→ Lp(R) est un multiplicateur de Fourier (borné) de Lp(T), de symbole
m, si T est le prolongement continu de Tm à Lp(T).

Les applications citées ci-dessous, et couramment utilisées en analyse de Fourier, sont des
multiplicateurs de Fourier.

Exemples. • Soit s ∈ T, p ∈]1,+∞[. L’application τs :

{
Lp(T) → Lp(T)
f 7→ f(· − s) de translation

par s est un multiplicateur de Fourier de symbole (eins)n∈Z ;

• Soit N ∈ N. L’application SN :


P → P

f 7→
N∑

k=−N
f̂(n)en

s’étend en un multiplicateur de

Fourier de symbole (11[|−N,N |](n))n∈Z.
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On note qu’un multiplicateur de Fourier commute avec les translations. Le théorème suivant
affirme que la réciproque est vraie.

Théorème 1. Soit (p, q) ∈ [1,+∞], T : Lp(T) → Lq(T) un opérateur linéaire continu qui
commute avec les translations.
Alors il existe une suite bornée (am)m∈Z telle que, pour tout f ∈ C (T) dont la série de Fourier
converge normalement (dans Lp(T)), pour tout x ∈ T, on ait :

T (f)(x) =
∑
m∈Z

amf̂(m)eimx.

De plus, on a : ‖(am)m∈Z‖∞ ≤ ‖T‖Lp(T)→Lq(T).

Démonstration. Puisque T commute avec les translations, pour tout h ∈ T, pour tout m ∈ Z,
pour presque-tout x ∈ T, on a :

T (em)(x− h) = τh ◦ T (em)(x) = T (τh(em))(x) = e−imhT (em)(x).

On en déduit, par dénombrabilité de Z, que, pour tout h ∈ T, il existe un ensemble mesurable
Fh tel que λ(Fh) = 2π et :

∀x ∈ Fh,∀m ∈ Z, T (em)(x− h) = e−imhT (em)(x).

Pour tout x ∈ T, l’ensemble {h ∈ T;x ∈ Fh} est mesurable d’après le théorème de Fubini-
Tonelli donc on peut définir D(x) = λ

2π
({h ∈ T;x ∈ Fh}).

On note que, pour tout x ∈ T, D(x) ≤ 1 et :∫
T
D
dλ

2π
=

1

4π

∫
T

∫
T

11{k∈T;x∈Fk}(h)dλ(h)dλ(x)

=
1

4π

∫
T

∫
T

11{k∈T;x∈Fk}(h)dλ(x)dλ(h) par Fubini-Tonelli

=

∫
T

λ

2π
(Fh)

dλ

2π
(h)

=

∫
T

dλ

2π

= 1

donc D = 11 λ-presque-partout d’où l’existence d’un x0 ∈ T tel que D(x0) = 1.
Donc, pour presque-tout h ∈ T, pour tout m ∈ Z :

T (em)(x0 − h) = e−imhT (em)(x0)

d’où, pour presque-tout x ∈ T, pour tout m ∈ Z, on a :

T (em)(x) = e−im(x0−x)T (em)(x0) = ame
imx où am = e−imx0T (em)(x0)

i.e pour tout m ∈ Z, T (em) = amem λ-presque-partout.
On a alors :

∀m ∈ Z, |am| = ‖amem‖q = ‖T (em)‖q ≤ ‖T‖Lp(T)→Lq(T)‖em‖p = ‖T‖Lp(T)→Lq(T)
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d’où (am)m∈Z ∈ `∞ avec ‖(am)m∈Z‖∞ ≤ ‖T‖Lp(T)→Lq(T).
De plus, comme pour tout m ∈ Z, T (em) = amem λ-presque-partout, pour tout f ∈ P , on a
T (f) =

∑
m∈Z

amf̂(m)em.

Pour toute f ∈ C (T) dont la série de Fourier converge normalement dans Lp(T), par continuité
de T , on a donc :∑

n∈Z

anf̂(n)en = lim
N→∞

N∑
n=−N

anf̂(n)en = lim
N→∞

T (SN(f)) = T
(

lim
N→∞

SN(f)
)

= T (f)

toutes les limites étant considérées dans Lp(T). On a donc bien le résultat.

Une corollaire direct de ce théorème est la proposition suivante, qui justifie qu’on ne consi-
dère que des fonctions bornées sur Z par la suite.

Proposition 1. Soit m : Z→ C une application.
S’il existe p ∈ [1,+∞[ tel que Tm soit un multiplicateur borné de Lp(T) dans lui-même, alors
(m(n))n∈Z ∈ `∞.

Démonstration. Il suffit de remarquer qu’un multiplicateur de Fourier borné commute avec les
translations.

Remarque 1. On pourrait montrer, comme on le fera dans le cas réel, que, si p ∈]1,+∞[ et
q est son exposant conjugué, les multiplicateurs de Lp(T) sont les mêmes que ceux de Lq(T).

Bien qu’on ne connaisse pas de caractérisation des multiplicateurs de Fourier dans le cas
général, on connait parfaitement ceux de L2(T), qui sont les plus simples, et ceux de L1(T). En
effet, on a les théorèmes suivants :

Théorème 2. Soit m : Z→ C une application.
Tm est un multiplicateur borné de L2(T) dans lui-même si et seulement si (m(n))n∈Z ∈ `∞.

Démonstration. ⇒. Supposons que Tm soit un multiplicateur borné de L2(T) dans lui-même.
La proposition 1 assure que (m(n))n∈Z ∈ `∞.
⇐. Supposons que (m(n))n∈Z ∈ `∞.
Pour tout f ∈ P , d’après la formule de Parseval, on a :

‖Tm(f)‖2
2 =

∑
n∈Z

|m(n)f̂(n)|2 ≤ ‖(m(n))n∈Z‖2
∞

∑
n∈Z

|f̂(n)|2 = ‖(m(n))n∈Z‖2
∞‖f‖2

2

donc Tm s’étend en un opérateur continu de L2(T) dans lui-même, encore noté Tm, et ‖Tm‖L2(T)→L2(T) ≤
‖(m(n))n∈Z‖∞.

Remarque 2. En reprenant les notations du théorème précédent, la preuve du théorème 1
donne :

‖Tm‖L2(T)→L2(T) = ‖(m(n))n∈Z‖∞.

On note (MR(T), ‖.‖TV ) l’espace des mesures de Radon sur le tore T muni de la norme de
variation totale. On rappelle que, d’après le théorème de Riesz, l’application suivante :

J :

{
(MR(T), ‖.‖TV ) → C(T)
µ 7→ (f 7→

∫
T fdµ)

est une isométrie linéaire surjective.
Commençons par définir les objets suivants :
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Définition 2. • Pour toute mesure µ ∈MR(T), pour tout n ∈ Z, on définit :

µ̂(n) =
1

2π

∫
T
e−intdµ(t).

• Pour toute mesure µ ∈ MR(T), pour toute fonction f ∈ L1(T), on note f ∗ µ ∈ MR(T) la
mesure admettant pour densité la fonction définie presque partout par la formule :

h(x) =

∫
T
f(x− t)dµ(t).

Avant d’énoncer la caractérisation des multiplicateurs de Fourier bornés de L1(T), donnons
la proposition suivante, sans en donner la preuve :

Proposition 2. Soit f ∈ L1(T), µ ∈MR(T). On a :
(i) pour tout n ∈ Z, f̂ ∗ µ(n) = f̂(n)µ̂(n) ;
(ii) si on associe f ∗ µ à sa fonction de densité : ‖f ∗ µ‖1 ≤ ‖f‖1‖µ‖TV .

Théorème 3. Soit (m(n))n∈Z ∈ `∞.
Tm : L1(T)→ L1(T) est borné si et seulement si il existe µ ∈MR(T) telle que, pour tout n ∈ Z,
m(n) = µ̂(n).

Démonstration. ⇒. Supposons Tm : L1(T)→ L1(T) borné.
Pour tout r ∈ [0, 1[, on pose ϕ(r) =

∑
n∈Z

r|n|m(n)en ∈ L1(T) (la série étant absolument conver-

gente dans l’espace de Banach L1(T)).
Pour tout r ∈ [0, 1[, notons Pr =

∑
n∈Z

r|n|en le noyau de Poisson. Pour tout r ∈ [0, 1[, la sé-

rie définissant Pr est absolument convergente dans L1(T) et Tm est continue donc, pour tout
r ∈ [0, 1[, on a : Tm(Pr) = ϕ(r). Soit (rk)k∈N ∈ [0, 1[N vérifiant lim

k→∞
rk = 1.

Pour tout k ∈ N, notons µrk ∈ MR(T) la mesure de densité de ϕ(rk) par rapport à la mesure
de Haar sur le tore. Pour tout f ∈ C(T), on a :

∫
T fϕ(rk)

dλ
2π

=
∫
T fdµrk avec

‖µrk‖TV = ‖ϕ(rk)‖1 = ‖Tm(Prk)‖1 ≤ ‖Tm‖‖Prk‖1 = ‖Tm‖.

Or X = C(T) est séparable car T est compact donc, d’après le théorème de Banach-Alaoglu,
(BX∗ , σ(X∗, X)) est un compact métrisable, ce qui assure, grâce au théorème de Riesz, qu’il
existe une mesure µ ∈MR(T) et une sous-suite (rkj)j∈N de (rk)k∈N telles que :

∀f ∈ C(T),

∫
T
fdµrkj −→j→∞

∫
T
fdµ et ‖µ‖TV ≤ ‖Tm‖.

En particulier, pour tout n ∈ Z, on a :

µ̂(n) =

∫
T
e−ndµ = lim

j→∞

∫
T
e−ndµrkj = lim

j→∞

∫
T
e−nϕ(rkj)

dλ

2π
ACV
= lim

j→∞
r
|n|
kj
m(n) = m(n).

⇐. Supposons qu’il existe µ ∈MR(T) telle que, pour tout n ∈ Z, on ait m(n) = µ̂(n).
Pour toute f ∈ P , on a :

‖Tm(f)‖1 =

∥∥∥∥∥∑
n∈Z

f̂(n)µ̂(n)en

∥∥∥∥∥
1

=

∥∥∥∥∥∑
n∈Z

f̂ ∗ µ(n)en

∥∥∥∥∥
1

= ‖f ∗ µ‖1 ≤ ‖f‖1‖µ‖TV .

donc Tm : L1(T)→ L1(T) est borné.
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Énonçons désormais un résultat donnant une condition nécessaire et suffisante pour avoir la
converge dans Lp(T), p ∈ [1,+∞[ des séries de Fourier. Pour cela, introduisons les applications
suivantes :

Définition 3. On appelle projection de Riesz l’application :

R :

{
P → P
f 7→

∑
n≥0

f̂(n)en .

On appelle transformée de Hilbert l’application :

H :

{
P → P
f 7→

∑
n∈Z

(−i) sgn(n)f̂(n)en

où on a posé sgn(0) = 0.

Ces deux applications sont liées de la façon suivante :

Lemme 1. Pour tout f ∈ P, on a :{
R(f) = 1

2
(f̂(0)11 + (f + iH (f)))

H (f) = i(f + f̂(0)11− 2R(f))
.

Démonstration. Pour tout f ∈ P , on a :

R(f) =
∑
n∈N

f̂(n)en

=
1

2

(
f̂(0)11 +

∑
n∈Z

f̂(n)en +
∞∑
n=1

f̂(n)en −
−1∑

n=−∞

f̂(n)en

)

=
1

2
(f̂(0)11 + f + iH (f))

ce qui prouve la première formule.
La deuxième formule découle de la première.

Lemme 2. Soit p ∈ [1,+∞[. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) H s’étend en un opérateur continu de Lp(T) dans lui-même ;
(ii) R s’étend en un opérateur continu de Lp(T) dans lui-même ;
(iii) (e0, e−1, e1, · · · , e−n, en, · · · )n∈N est une base de Schauder de Lp(T) ;
(iv) Pour tout f ∈ Lp(T), lim

N→∞
‖SN(f)− f‖p = 0 ;

(v) Il existe C > 0 tel que, pour tout N ∈ N, ‖SN‖Lp(T)→Lp(T) ≤ C.

Démonstration. • Le lemme 1 assure l’équivalence entre les points (i) et (ii).
• Montrons que : (iv) =⇒ (v).
Supposons (iv) vraie. Pour tout N ∈ N, SN : Lp(T) → Lp(T) est une application linéaire

continue, Lp(T) est un Banach et, pour tout f ∈ Lp(T), SN(f)
‖.‖p−→ f donc, d’après le théorème

de Banach-Steinhaus, sup
N∈N
‖SN‖ <∞, ce qui assure que (iv) implique (v).

• Montrons que : (v) =⇒ (iv).
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Supposons (v) vraie. La suite (SN)N∈N converge simplement vers l’application identité sur P , P
est dense dans Lp(T) et, d’après (v), (SN)N∈N est équicontinue donc la suite (SN)N∈N converge
simplement vers l’application identité sur Lp(T), ce qui assure que (v) implique (iv).
• Montrons que : (ii) =⇒ (v).
Supposons (ii) vraie. On note encore R le prolongement de la projection de Riesz à Lp(T). Soit
N ∈ N. Les applications f 7→ SN(f) et R sont continues de Lp(T) dans lui-même et, pour tout
f ∈ P , on a :

SN(f) = e−NR(feN)− eNR(fe−N)

donc, pour tout f ∈ Lp(T), par densité de P dans Lp(T), on a :

SN(f) = e−NR(feN)− eNR(fe−N).

On en déduit que, pour tout f ∈ Lp(T), on a :

‖SN(f)‖p ≤ ‖e−NR(feN)‖P + ‖eNR(fe−N)‖p
= ‖R(feN)‖P + ‖R(fe−N)‖p
≤ ‖R‖Lp(T)→Lp(T)‖feN‖p + ‖R‖Lp(T)→Lp(T)‖fe−N‖p par (ii)

= 2‖R‖Lp(T)→Lp(T)‖f‖p

donc, pour tout N ∈ N, ‖SN‖Lp(T)→Lp(T) ≤ 2‖R‖Lp(T)→Lp(T), ce qui assure que (ii) implique (v).
• Montrons que (v) implique (ii).
Supposons (v) vraie. Soit f ∈ P . On note N = deg(f). On note que R(f) = eNSN(fe−N)
donc :

‖R(f)‖p = ‖SN(fe−N)‖p ≤ C‖fe−N‖p = C‖f‖p
ce qui assure que (ii) est vraie grâce au théorème de prolongement des applications linéaires
continues par densité à valeurs dans un Banach. On a donc bien (v) implique (ii).
• Montrons pour finir que (iii) ⇔ (iv). Par définition, (e0, e−1, e1, · · · , e−n, en, · · · )n∈N est une
base de Schauder de Lp(T) si et seulement si, pour toute f ∈ Lp(T), il existe une unique suite
(λn)n∈N ∈ CN telle que :

lim
n→+∞

∥∥∥f − λ0e0 − λ1e−1 − λ2e1 − · · · − λneb (−1)nn
2 c

∥∥∥
p

= 0.

Or, pour tout n ∈ Z, l’application
{
Lp(T) → C
f 7→ f̂(n)

est linéaire continue donc, si, pour f ∈

Lp(T), une telle suite (λn)n∈N existe, on a nécessairement, pour tout n ∈ N, λn = f̂
(⌊

(−1)nn
2

⌋)
.

On en déduit que (e0, e−1, e1, · · · , e−n, en, · · · )n∈N est une base de Schauder de Lp(T) si et
seulement si, pour toute f ∈ Lp(T) :

lim
n→+∞

∥∥∥∥f − f̂(0)e0 − f̂(−1)e−1 − f̂(1)e1 − · · · − f̂
(⌊

(−1)nn

2

⌋)
eb (−1)nn

2 c

∥∥∥∥
p

= 0.

Or pour tout N ∈ N, on a :

2N∑
n=0

f̂

(⌊
(−1)nn

2

⌋)
eb (−1)nn

2 c = SN(f)

et :
2N+1∑
n=0

f̂

(⌊
(−1)nn

2

⌋)
eb (−1)nn

2 c = SN(f) + f̂(−N − 1)e−N−1
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ce qui assure que le point (iii) est équivalent au point (iv) grâce au lemme de Riemann-
Lebesgue.

Le lemme 2 suggère que l’on se demande si R s’étend en un opérateur continu de Lp(T)
dans lui-même, pour p ∈ [1,+∞[. La proposition ci-dessous affirme que ce n’est pas le cas si
p = 1.

Proposition 3. R ne peut s’étendre en une application linéaire continue de L1(T) dans L1(T).

Démonstration. Pour tout r ∈]0, 1[, Pr :=
∑

n∈Z r
|n|en ∈ L1(T) et la série est absolument

convergente pour la norme ‖.‖1.
Supposons que R s’étende continûment à L1(T). On continue d’appeler ce prolongement R.
Soit r ∈]0, 1[. La série

∑
n∈Z r

|n|en converge normalement sur R donc elle converge simplement
et, pour tout t ∈ R, on a :

Pr(t) =
∑
n∈Z

r|n|eint =
∑
n<0

r|n|eint +
∑
n∈N

r|n|eint

=
∑
n∈N∗

rne−int +
∑
n∈N

rneint

=
re−it

1− re−it
+

1

1− reit

=
re−it − r2 + 1− re−it

(1− re−it)(1− reit)

=
1− r2

|1− reit|2
> 0

On en déduit que :

‖Pr‖1 =

∫ 2π

0

Pr(t)
dt

2π
= P̂r(0) =

∑
n∈Z

r|n|
∫ 2π

0

en(t)
dt

2π
= 1

par convergence normale de la série
∑
n∈Z

r|n|en.

Par continuité de R sur L1(T) et convergence de la série
∑
n∈Z

r|n|en dans L1(T) (L1(T) est

complet donc la convergence absolue implique la convergence), on a :

R(Pr) = lim
n→+∞

R

(
n∑

k=−n

r|k|ek

)
=
∞∑
n=0

rnen =
1

1− rei·

De plus, comme R est continue, il existe C > 0 tel que pour tout r ∈]0, 1[, on ait : ‖R(Pr)‖1 ≤
C‖Pr‖1 = C.
Considérons désormais une suite (rn) ∈]0, 1[N telle que lim

n→+∞
rn = 1. Pour tout n ∈ N, on a :

‖R(Prn)‖1 =

∫ 2π

0

1

|1− rneit|
dt

2π
≤ C

On en déduit, grâce au lemme de Fatou, que :∫ 2π

0

1

|1− eit|
dt

2π
≤ lim inf

n→+∞

∫ 2π

0

1

|1− rneit|
dt

2π
≤ C

ce qui est absurde car |1− eit| ∼
t→0
|t| donc

∫ 2π

0
1

|1−eit|
dt
2π

= +∞. Ceci conclut la preuve.
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Remarque 3. On aurait également pu utiliser le lemme 2 et le fait que, pour tout N ∈ N,
‖SN‖L1(T)→L1(T) = ‖DN‖1 −→

N→∞
+∞, avec DN le noyau de Dirichlet d’ordre N .

On déduit immédiatement de cette proposition que les points (i) à (v) du lemme 2 ne sont
pas vérifiés pour p = 1. Donnons désormais deux preuves du fait que, si p > 1, ces points sont
vérifiés : une par interpolation de Riesz-Thorin, l’autre par interpolation de Marcinkiewicz.

1.2 Transformée de Hilbert

Pour montrer que, si p > 1, la transformée de Hilbert s’étend en un opérateur continu de
Lp(T) dans lui-même, nous allons utiliser un résultat d’interpolation, le théorème de Riesz-
Thorin, démontré ci-dessous.

1.2.1 Théorème de Riesz-Thorin

Commençons par un lemme d’analyse complexe.

Lemme 3 (Théorème des trois droites de Hadamard). Soit F une fonction analytique sur la
bande ouverte S = {z ∈ C; 0 < Re(z) < 1}, continue et bornée sur S telle que, pour tout t ∈ R,
|F (it)| ≤ B0 et |F (1 + it)| ≤ B1, avec 0 < B0, B1 < +∞.
Alors, pour tout θ ∈ [0, 1], pour tout t ∈ R, |F (θ + it)| ≤ B1−θ

0 Bθ
1.

Démonstration. La fonction G : z 7→ F (z)

B1−z
0 Bz1

est analytique sur S, continue sur S donc, pour

tout n ∈ N∗, Gn : z 7→ G(z) exp
(
z2−1
n

)
est analytique sur S, continue sur S.

On note que, pour tout z ∈ S, on a :

|G(z)| = |F (z)|
B

1−Re(z)
0 B

Re(z)
1

≤ |F (z)|
min(1, B0) min(1, B1)

donc G est bornée sur S par une constante M > 0.
On a alors, pour tout z = x+ iy ∈ S, pour tout n ∈ N∗ :

|Gn(x+ iy)| ≤M exp

(
x2 − 1

n

)
exp

(
−y

2

n

)
≤M exp

(
−y

2

n

)
(∗)

car 0 ≤ x ≤ 1. Notons que, pour tout y ∈ R, on a :

|G(iy)| ≤ 1 et |G(1 + iy)| ≤ 1

i.e pour tout z ∈ Fr(S), |G(z)| ≤ 1. On a alors, pour tout n ∈ N∗, pour tout y ∈ R :

|Gn(iy)| ≤ 1× exp

(
−y

2 + 1

n

)
≤ 1

et :
|Gn(1 + iy)| ≤ 1×

∣∣∣∣exp

(
−y

2 + 1− 2iy

n

)∣∣∣∣ ≤ 1

donc, pour tout n ∈ N∗, pour tout z ∈ Fr(S), on a :

|Gn(z)| ≤ 1 (∗∗).
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Par (∗), pour tout n ∈ N∗, lim
|y|→+∞

Gn(x + iy) = 0 uniformément en x donc il existe y(n) > 0

tel que, pour tout y ∈ R vérifiant |y| ≥ y(n), on ait |Gn(x+ iy)| ≤ 1 pour tout x ∈ [0, 1].
Or toute fonction analytique définie sur un compact atteint ses bornes sur la frontière de ce
compact donc, pour tout n ∈ N∗, pour tout (x, y) ∈ [0, 1]× [−y(n), y(n)], |Gn(x+ iy)| ≤ 1 par
(∗∗), d’où, pour tout n ∈ N∗, pour tout z ∈ S, |Gn(z)| ≤ 1.
Finalement, pour tout z ∈ S, on a :

|G(z)| = lim
n→+∞

|Gn(z)| ≤ 1

ce qui assure le résultat.

Théorème 4 (Riesz-Thorin). Soit (X,A , µ), (Y,B, ν) deux espaces mesurés, T un opérateur
linéaire défini sur l’ensemble des fonctions simples de X à valeurs dans l’espaces des fonctions
mesurables sur Y . Soit (p0, p1, q0, q1) ∈ [1,+∞]4.
Supposons qu’il existe (M0,M1) ∈ (R+∗)2 tel que, pour tout fonction simple f sur X, on ait :{

‖T (f)‖q0 ≤ M0‖f‖p0
‖T (f)‖q1 ≤ M1‖f‖p1

.

Alors, pour tout θ ∈]0, 1[, pour toute fonction simple f sur X, on a :

‖T (f)‖q ≤M1−θ
0 M θ

1‖f‖p

où 1
p

= 1−θ
p0

+ θ
p1

et 1
q

= 1−θ
q0

+ θ
q1
.

Par densité, T admet une unique extension en un opérateur borné de Lp(X,A , µ) dans Lq(Y,B, ν).

Démonstration. Soit f =
m∑
k=1

ake
iαk11Ak une fonction simple sur X, où (ak)

m
k=1 ⊂ R+∗, (αk)

m
k=1 ⊂

R, (Ak)
m
k=1 ⊂ A sont des ensembles deux à deux disjoints de mesures finies. Par Hölder,

T (f) ∈ Lq(Y,B, ν) et par dualité, on a :

‖T (f)‖q = sup
g∈SY
‖g‖q′≤1

∣∣∣∣∫
Y

T (f)(x)g(x)dν(x)

∣∣∣∣
où SY désigne l’ensemble des fonctions simples sur Y et q′ l’exposant conjugué de q.

Soit g =
n∑
k=1

bke
iβk11Bk ∈ SY , où (bk)

n
k=1 ⊂ R+∗, (βk)

n
k=1 ⊂ R, (Bk)

n
k=1 ⊂ B sont des ensembles

deux à deux disjoints de mesures finies.
Pour tout z ∈ C, on pose :

P (z) =
p

p0

(1− z) +
p

p1

z et Q(z) =
q′

q′0
(1− z) +

q′

q′1
z

où q′0 et q′1 sont les exposants conjugués de q0 et q1 respectivement.
Pour tout z ∈ S = {z ∈ C; 0 ≤ Re(z) ≤ 1}, posons également :

F (z) =

∫
Y

T (fz)(x)gz(x)dν(x)
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où fz =
m∑
k=1

a
P (z)
k eiαk11Ak et gz =

n∑
j=1

b
Q(z)
j eiβj11Bj .

Par linéarité, pour tout z ∈ S, on a :

F (z) =
m∑
k=1

n∑
j=1

a
P (z)
k b

Q(z)
j eiαkeiβj

∫
Y

T (11Ak)11Bjdν

d’où, comme (ak)
m
k=1 ⊂ R+∗, (bj)

n
j=1R+∗, F est analytique sur S, continue et bornée sur S.

Pour tout z = iy ∈ S vérifiant Re(z) = 0, on a :

‖fz‖p0p0 =

∫
X

|fz|p0dµ =

∫
X

∣∣∣∣∣
m∑
k=1

a
P (z)
k eiαk11Ak

∣∣∣∣∣
p0

dµ

=

∫
X

m∑
k=1

∣∣∣aP (z)
k

∣∣∣p0 11Akdµ car les (Ak) sont deux à deux disjoints

=

∫
X

m∑
k=1

∣∣∣∣e p
p0

ln(ak)
e
iy ln(ak)

(
p
p1
− p
p0

)∣∣∣∣p0 11Akdµ par définition de P

=

∫
X

m∑
k=1

apk11Akdµ =

∫
X

|f |pdµ

= ‖f‖pp.

De même, pour tout z ∈ S vérifiant Re(z) = 0, on a ‖gz‖
q′0
q′0

= ‖g‖q
′

q′ et pour tout z ∈ S vérifiant

Re(z) = 1, on a ‖fz‖p1p1 = ‖f‖pp et ‖gz‖
q′1
q′1

= ‖g‖q
′

q′ .
L’hypothèse et l’inégalité de Hölder assurent alors que, pour tout z ∈ S vérifiant Re(z) = 0, on
a :

|F (z)| ≤ ‖T (fz)‖q0‖gz‖q′0 ≤M0‖fz‖p0‖gz‖q′0 = M0‖fz‖p0‖gz‖q′0 = M0‖f‖
p
p0
p ‖g‖

q′
q1

q′

et que, pour tout z ∈ S vérifiant Re(z) = 1 :

|F (z)| ≤M1‖f‖
p
p1
p ‖g‖

q′
q′1
q′ .

Soit θ ∈ [0, 1]. D’après le théorème des trois droites de Hadamard, pour tout z ∈ S vérifiant
Re(z) = θ, on a :

|F (z)| ≤
(
M0‖f‖

p
p0
p ‖g‖

q′
q1

q′

)1−θ(
M1‖f‖

p
p1
p ‖g‖

q′
q′1
q′

)θ

= M1−θ
0 M θ

1‖f‖p‖g‖q′ .

Or P (θ) = Q(θ) = 1 et z = θ ∈ S vérifie Re(z) = θ donc, pour toute fonction simple f sur Y
vérifiant ‖g‖q′ ≤ 1, on a :∣∣∣∣∫

Y

T (f)gdν

∣∣∣∣ = |F (θ)| ≤M1−θ
0 M θ

1‖f‖p‖g‖q′ ≤M1−θ
0 M θ

1‖f‖p

ce qui assure le résultat.

Un corollaire classique de ce théorème est le résultat suivant :
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Corollaire 1 (Hausdorff-Young). Soit p ∈ [1, 2]. On note q son exposant conjugué et λ(n) la
mesure de Lebesgue sur Rn. La transformée de Fourier F définie par :

∀x ∈ Rn,F (f)(x) =
1

(2π)
n
2

∫
Rn
f(t)e−ix·tdλ(n)(t)

envoie continûment Lp(Rn) dans Lq(Rn) et est de norme inférieure ou égale à 1.

Démonstration. Il suffit d’appliquer le théorème de Riesz-Thorin avec p0 = 1, q0 = +∞ et
p1 = q1 = 2.

1.2.2 Application à la transformée de Hilbert

Pour montrer que l’on peut étendre continûment la transformée de Hilbert si p > 1, nous
aurons besoin de trois lemmes, énoncés ci-dessous.
Commençons par l’identité de Cotlar.

Lemme 4 (Identité de Cotlar). Pour tout (f, g) ∈ P vérifiant f̂(0) = ĝ(0) = 0, on a :

H (f)H (g)− fg = H (H (f)g + fH (g)).

Démonstration. Par linéarité de la transformée de Hilbert, les applications :{
P × P → P
(f, g) 7→ H (f)H (g)− fg et

{
P × P → P
(f, g) 7→ H (H (f)g + fH (g))

sont bilinéaires donc il suffit de vérifier l’identité lorsque f = en, g = em, avec (n,m) ∈ (Z\{0})2.
Soit (n,m) ∈ (Z \ {0})2. On a :

H (en)H (em)− enem = (−i)2 sgn(n) sgn(m)enem − enem = −(sgn(n) sgn(m) + 1)en+m

et :

H (H (en)em+enH (em)) = (−i)H ((sgn(n)+sgn(m))en+m) = − sgn(n+m)(sgn(n)+sgn(m))en+m

donc il suffit de vérifier que sgn(n) sgn(m) + 1 = sgn(n+m)(sgn(n) + sgn(m)).
Pour cela, on distingue plusieurs cas.
• Si sgn(n) = sgn(m) ∈ {−1, 1}, on a sgn(n+m) = sgn(n) donc :

sgn(n) sgn(m) + 1 = 2 = 2 sgn(n) sgn(n) = sgn(n)(sgn(n) + sgn(m))

ce qui assure le résultat dans le cas où sgn(n) = sgn(m).
• Si m < 0 < n, on a :

sgn(n) sgn(m) + 1 = −1 + 1 = 0 = sgn(n) + sgn(m) = sgn(n)(sgn(n) + sgn(m))

ce qui assure le résultat dans le cas où m < 0 < n.
• Par symétrie, le résultat est également vrai si n < 0 < m.
Finalement, on a donc bien l’identité de Cotlar.

Lemme 5. Pour tout f ∈ P, on a :

H (f) = H (f).
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Démonstration. Pour tout f ∈ P , on a :

H (f) =
∑
n∈Z

(−i) sgn(n)f̂(n)en

=
∑
n∈Z

(−i) sgn(n)f̂(−n)en

=
∑
n∈Z

(−i) sgn(−n)f̂(n)e−n

=
∑
n∈Z

(−i) sgn(n)f̂(n)en

= H (f)

ce qui assure le résultat.

Lemme 6. La transformée de Hilbert H sur L2(T) vérifie H ∗ = −H .

Démonstration. Pour tout (f, g) ∈ P , on a :

〈H (f), g〉 =
∑
n∈Z

〈H (f), en〉〈g, en〉

=
∑
n∈Z

(−i) sgn(n)f̂(n)ĝ(n)

=
∑
n∈Z

f̂(n)i sgn(n)ĝ(n)

=
∑
n∈Z

〈f, en〉〈−H (g), en〉

= 〈f,−H (g)〉

ce qui assure le résultat d’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz car P est dense dans L2(T).

Remarque 4. On aurait également pu utiliser le fait que R est une projection orthogonale de
L2(T) sur H2 et que, pour tout f ∈ L2(T), on a :

H (f) = i(f + f̂(0)11− 2R(f)).

On peut désormais prouver le théorème suivant :

Théorème 5. Pour tout p ∈]1,+∞[, la transformée de Hilbert H s’étend en un opérateur
continu de Lp(T) dans lui-même.

Remarque 5. Cela revient à montrer que, pour tout p ∈]1,+∞[, il existe Cp > 0 tel que, pour
tout f ∈ P, ‖H (f)‖p ≤ Cp‖f‖p.

Démonstration. • Commencer par montrer par récurrence que, pour tout p ∈ N∗, H s’étend
en un opérateur continu de L2p(T) dans lui-même.
Pour tout p ∈ N∗, on pose Hp : H s’étend en un opérateur continu de L2p(T) dans lui-même.
Pour tout f ∈ P , H (f) ∈ P et, par Parseval, on a :

‖H (f)‖2
2 = ‖i

∑
n∈Z

sgn(n)f̂(n)en‖2
2 ≤

∑
n∈Z

|f̂(n)|2 = ‖f‖2
2
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donc H1 est vraie.
Soit p ∈ N∗ tel que Hp soit vraie. Posons q = 2p.
Pour tout f ∈ P vérifiant f̂(0) = 0 et ‖f‖2q ≤ 1, on a :

‖H (f)‖2
2q = ‖|H (f)|2‖q = ‖H (f)H (f)‖q

= ‖H (f)H (f)‖q d’après le lemme 5

= ‖ff + H (H (f)f + fH (f))‖q d’après l’identité de Cotlar

≤ ‖|f |2‖q + ‖H ‖Lq(T)→Lq(T)‖H (f)f + fH (f)‖q par Hq

= ‖f‖2
2q + ‖H ‖Lq(T)→Lq(T)‖H (f)f + fH (f)‖q

≤ 1 + 2‖H ‖Lq(T)→Lq(T)‖H (f)f‖q
≤ 1 + 2‖H ‖Lq(T)→Lq(T)‖H (f)‖2q‖f‖2q d’après l’inégalité de Hölder

On en déduit qu’il existe une constante C2q > 0 telle que, pour tout f ∈ P vérifiant f̂(0) = 0
et ‖f‖2q ≤ 1, on a ‖H (f)‖2q ≤ C2q.
On a alors, pour tout f ∈ P , par linéarité de H sur P :

‖H (f)‖2q = ‖H (f − f̂(0)e0) + f̂(0)H (e0)‖2q

= ‖H (f − f̂(0)e0)‖2q

≤ C2q‖f − f̂(0)e0‖2q d’après ce qui précède

≤ C2q(‖f‖2q + |f̂(0)|)
≤ 2C2q‖f‖2q

car l’application
{
L2q(T) → C
f 7→ f̂(0)

est linéaire continue de norme 1.

Donc Hp+1 est vraie. Le principe de récurrence assure que, pour tout p ∈ N∗, H s’étend en un
opérateur continu de L2p(T) dans lui-même, i.e , pour tout p ∈ N∗, il existe C2p > 0 tel que,
pour tout f ∈ P , ‖H (f)‖2p ≤ C2p‖f‖2p .
• D’après le théorème de Riesz-Thorin, pour tout p ∈ [2,+∞[, H s’étend en un opérateur
continu de Lp(T) dans lui-même.
• Montrons désormais par dualité que, pour tout p ∈]1, 2[, H s’étend en un opérateur continu
de Lp(T) dans lui-même.
Soit p ∈]1, 2[. Notons q ∈]2,+∞[ son exposant conjugué. Soit f ∈ P .

Puisque P est dense dans Lq(T), et que l’application
{
Lq(T) → Lq(T)
g 7→ g

est une isométrie

linéaire surjective, on a, par dualité :

‖H (f)‖p = sup
g∈P
‖g‖q≤1

∣∣∣∣∫
T
H (f)g

dλ

2π

∣∣∣∣
= sup

g∈P
‖g‖q≤1

∣∣∣∣∫
T
fH (g)

dλ

2π

∣∣∣∣ d’après le lemme 6

≤ sup
g∈P
‖g‖q≤1

‖f‖p‖H (g)‖q d’après l’inégalité de Hölder

≤ Cq‖f‖p

ce qui assure le résultat.
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On en déduit alors immédiatement (à l’aide de la remarque 1) le résultat suivant :

Corollaire 2. Soit p ∈]1,+∞[. On a :
(i) H s’étend en un opérateur continu de Lp(T) dans lui-même ;
(ii) (e0, e−1, e1, · · · , e−n, en, · · · )n∈N est une base de Schauder de Lp(T) ;
(iii) Pour tout f ∈ Lp(T), lim

N→∞
‖SN(f)− f‖p = 0 ;

(iv) Il existe C > 0 tel que, pour tout N ∈ N, ‖SN‖Lp(T)→Lp(T) ≤ C.

Démonstration. Il suffit d’appliquer le lemme 2.

1.3 Projection de Riesz

Reprouvons ce corollaire en appliquant un autre résultat d’interpolation, le théorème de
Marcinkiewicz, à la projection de Riesz.

1.3.1 Théorème de Marcinkiewicz

Soit (X,A , µ) un espace mesuré.

Notations 1. On note L0(µ) l’espace des classes d’équivalence des applications mesurables de
(X,A ) dans C muni de sa tribu borélienne pour la relation d’égalité µ-presque partout.

Définition 4. Soit p ∈ [1,+∞[, T : Lp(µ)→ L0(µ) une application mesurable linéaire. On dit
que T est de type faible (p, p) s’il existe une constante M > 0 telle que, pour tout f ∈ Lp(µ),
pour tout a > 0 :

µ({x ∈ X; |(T (f))(x)| > a}) ≤ M

|a|p
‖f‖pp.

Remarque 6. En gardant les notations de la définition précédente, on note que, grâce à l’in-
égalité de Markov, tout opérateur continu de Lp(µ) dans lui-même est de type faible (p, p).

Le théorème de Marcinkiewicz est le théorème suivant :

Théorème 6 (Marcinkiewicz). Soit 1 ≤ p1 < p2 < +∞.
Si T est un opérateur à la fois de type faible (p1, p1), de constante associée Mp1

1 et de type faible
(p2, p2), de constante associée Mp2

2 , alors, pour tout p1 < p < p2, T définit un opérateur continu
de Lp(µ) dans lui-même et ‖T‖Lp(µ)→Lp(µ) ≤ Ap, où :

Ap = 2

(
p

p− p1

+
p

p2 − p

) 1
p

M

1
p−

1
p2

1
p1
− 1
p2

1 M

1
p1
− 1
p

1
p1
− 1
p2

2 .

Démonstration. Soit alors p1 < p < p2, f ∈ Lp(µ). Pour tout s ∈ R+∗, on pose :

σ(s) = µ({x ∈ X; |(T (f))(x)| > s}).

Soit (δ, t) ∈ (R+∗)2. Posons également, pour tout x ∈ X :

h(x) =

{
f(x) si |f(x)| > δt
0 si |f(x)| ≤ δt
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et g = f − h. On a :∫
X

|h|p1dµ =

∫
{|f |>δt}

|f |p1dµ =

∫
{|f |>δt}

|f |p

|f |p−p1
dµ

p>p1
≤ 1

(δt)p−p1

∫
{|f |>δt}

|f |pdµ ≤ 1

(δt)p−p1
‖f‖pp <∞

donc h ∈ Lp1(µ). De même, on a :∫
X

|g|p2dµ =

∫
{|f |≤δt}

|f |p2dµ =

∫
{|f |≤δt}

|f |p|f |p2−pdµ
p<p2
≤ (δt)p2−p

∫
{|f |≤δt}

|f |pdµ ≤ (δt)p2−p‖f‖pp < +∞

donc g ∈ Lp2(µ).
Pour tout s ∈ R+∗, puisque f = g + h, l’inégalité triangulaire assure que :

{x ∈ X; |(T (f))(x)| > s} ⊂ {x ∈ X; |(T (g))(x)| > s/2} ∪ {x ∈ X; |(T (g))(x)| > s/2}

d’où, en utilisant l’hypothèse faite sur T , pour tout s > 0, on a :

σ(t) ≤ µ({|T (h)| > s/2}) + µ({|T (g)| > s/2}) ≤ 2p1Mp1
1

sp1
‖h‖p1p1 +

2p2Mp2
2

sp2
‖g‖p2p2 .

On en déduit :∫
X

|T (f)|pdµ =

∫
X

p

∫ |T (f)(x)|

0

tp−1dλ(t)dµ(x)

=

∫
X

p

∫ +∞

0

11{s∈R;0≤s<|T (f)(x)|}(t)t
p−1dλ(t)dµ(x)

= p

∫ +∞

0

tp−1

∫
X

11{y∈X;t<|T (f)(y)|}(x)dµ(x)dλ(t) par Fubini-Tonelli

= p

∫ +∞

0

tp−1σ(t)dλ(t)

≤ p

∫ +∞

0

tp−1

(
2p1Mp1

1

tp1
‖h‖p1p1 +

2p2Mp2
2

tp2
‖g‖p2p2

)
dλ(t)

= p2p1Mp1
1

∫ +∞

0

tp−1

tp1

(∫
{|f |>δt}

|f |p1dµ
)
dλ(t) + p2p2Mp2

2

∫ +∞

0

tp−1

tp2

(∫
{|f |≤δt}

|f |p2dµ
)
dλ(t)

FT
= p2p1Mp1

1

∫
X

|f(x)|p1
(∫ |f(x)|

δ

0

tp−p1−1dλ(t)

)
dµ(x) + p2p2Mp2

2

∫
X

|f(x)|p2
(∫ +∞

|f(x)|
δ

tp−p2−1dλ(t)

)
dµ(x)

= 2p1Mp1
1

p

p− p1

1

δp−p1

∫
X

|f |pdµ+ 2p2Mp2
2

p

p2 − p
δp2−p

∫
X

|f |pdµ.
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L’expression ci-dessus atteint son minimum en δ =
(

(2M1)p1

(2M2)p2

) 1
p2−p1 > 0, pour lequel on a :

∫
X

|T (f)|pdµ ≤

2p1Mp1
1

p

p− p1

1(
(2M1)p1

(2M2)p2

) p−p1
p2−p1

+ 2p2Mp2
2

p

p2 − p

(
(2M1)p1

(2M2)p2

) p2−p
p2−p1

 ‖f‖pp
=

2p
p

p− p1

Mp1
1

M
p2

p−p1
p2−p1

2

M
p1

p−p1
p2−p1

1

+ 2p
p

p2 − p
Mp2

2

M
p1

p2−p
p2−p1

1

M
p2

p2−p
p2−p1

2

 ‖f‖pp
=

2p
p

p− p1

M
p2

p−p1
p2−p1

2

M
p1

p−p2
p2−p1

1

+ 2p
p

p2 − p
M

p1
p2−p
p2−p1

1

M
p2

p1−p
p2−p1

2

 ‖f‖pp
=

2p
p

p− p1

M

p
p1
−1

1
p1
− 1
p2

2

M

p
p2
−1

1
p1
− 1
p2

1

+ 2p
p

p2 − p
M

1− p
p2

1
p1
− 1
p2

1

M

1− p
p1

1
p1
− 1
p2

2

 ‖f‖pp
= 2p

(
p

p− p1

+
p

p2 − p

)M
1
p−

1
p2

1
p1
− 1
p2

1 M

1
p1
− 1
p

1
p1
− 1
p2

2

p

‖f‖pp

ce qui assure le résultat.

1.3.2 Application à la projection de Riesz

On veut appliquer ce résultat d’interpolation à la projection de Riesz. Pour cela, montrons
que cette application vérifie les hypothèses du théorème de Marcinkiewicz. Afin de montrer
qu’elle est de type faible (1, 1), commençons par énoncer le lemme ci-dessous.

Lemme 7. Soit (Ω,F ,P) un espace probabilisé, a ∈ R+∗, (fn)n∈N une suite de variables aléa-
toires réelles, f une variable aléatoire réelle vérifiant fn

P−→
n→∞

f . On a :

P(|f | > a) ≤ lim inf
n→∞

P(|fn| > a).

Démonstration. Soit ε > 0. Pour tout n ∈ N, on a :

{|f | > a+ ε} ⊂ {|f − fn| > ε} ∪ {|fn| > a}

donc, pour tout n ∈ N, on a :

P(|f | > a+ ε)− P(|f − fn| > ε) ≤ P(|fn| > a)

d’où, pour tout ε > 0, comme fn
P−→

n→∞
f :

P(|f | > a+ ε) = lim inf
n→∞

(P(|f | > a+ ε)− P(|f − fn| > ε)) ≤ lim inf
n→∞

P(|fn| > a).

Or {|f | > a} =
⋃
k∈N∗

{
|f | > a+ 1

k

}
et cette union est croissante donc :

P(|f | > a) = lim
k→∞

P
(
|f | > a+

1

k

)
≤ lim inf

n→∞
P(|fn| > a)

ce qui assure le résultat.
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Théorème 7 (Kolmogorov). La projection de Riesz R est de type faible (1, 1).

Démonstration. On pose µ = dλ
2π
.

• Étape 1 : Montrons que, pour tout f ∈ P+, pour tout a > 0, µ({|R(f)| > a}) ≤ 1
a
‖f‖1.

Soit f ∈ P+, a > 0. Si f = 0, le résultat est clair donc on peut supposer que f ∈ P+ \ {0}, ce
qui entraîne f̂(0) = ‖f‖1 > 0. Par homogénéité, on peut alors supposer que ‖f‖1 = f̂(0) = 1.
On pose :

h :

{
C → C
z 7→ f̂(0) + 2

∑
n≥1

f̂(n)zn

et D = {z ∈ C; |z| < 1}. Puisque f est positive non nulle, on a :

∀r ∈ [0, 1[,∀θ ∈ R, Re(h(reiθ)) =

∫
T
Pr(t)f(θ − t)dµ(t) > 0.

On peut alors, pour tout λ ∈ R+∗, définir une fonction ϕλ holomorphe dans un voisinage du
disque unité fermé D par la formule :

ϕλ(z) =
h(z)− λ
h(z) + λ

+ 1.

Or, pour tout λ > 0, la fonction
{

C \ {−λ} → C
ω 7→ ω−λ

ω+λ
+ 1

définit une représentation conforme

de {ω ∈ C;Re(ω) > 0} sur {ξ ∈ C; |ξ − 1| < 1} et envoie {ω ∈ C;Re(ω) > 0, |ω| > λ}
sur {ξ ∈ C; |ξ − 1| < 1, Re(ξ) > 1} donc, pour tout θ ∈ [0, 2π], comme Re(h(eiθ)) ≥ 0,
|ϕλ(eiθ) − 1| ≤ 1 d’où Re(ϕλ(e

iθ) ≥ 0. De même, pour tout λ > 0, pour tout θ ∈ [0, 2π],
Re(ϕλ(e

iθ)) ≥ 1 lorsque |h∗(θ)| > λ, où h∗(θ) := h(eiθ).
On en déduit que, pour tout λ > 0 :

µ(|h∗| > λ) ≤
∫
{|h∗|>λ}

Re(ϕλ(e
iθ))dµ(θ) ≤

∫
T
Re(ϕλ(e

iθ))dµ(θ)

= Re

(∫
T
ϕλ(e

iθ)dµ(θ)

)
= Re(ϕλ(0)) par la formule de Cauchy

= ϕλ(0) =
2

1 + λ
.

Or h∗ = 2Rf − 11 donc, pour tout a > 1
2
, on a :

µ(|Rf | > a) ≤ µ(|h∗| > 2a− 1) ≤ 2

1 + 2a− 1
=

1

a

et on note que, pour tout a ∈
]
0, 1

2

]
:

µ(|Rf | > a) ≤ 1 ≤ 1

a

ce qui assure le résultat.
• Étape 2 : Montrons que, pour toute f ∈ C+(T)(= {f ∈ C(T); f ≥ 0}), pour tout a > 0,
µ({|R(f)| > a}) ≤ 1

a
‖f‖1.

Soit f ∈ C+(T), a > 0.
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Pour tout n ∈ N∗, si on note Fn le noyau de Fejer d’ordre n, f ∗ Fn ∈ P+ donc, d’après la
première étape : µ({|R(f ∗ Fn)| > a}) ≤ 1

a
‖f ∗ Fn‖1 .

Or C+(T) ⊂ L2(T) donc Rf existe, est dans L2(T) et lim
n→+∞

‖Fn ∗ (R(f))−R(f)‖2 = 0 d’après
le théorème de Fejer.
Montrons que, pour tout n ∈ N∗, R(f ∗ Fn) = Fn ∗R(f). Soit n ∈ N∗. On a :

R(f ∗ Fn) = R

(
1

n

n−1∑
k=0

Sk(f)

)

=
1

n

n−1∑
k=0

R(Sk(f)) par linéarité de R

=
1

n

n−1∑
k=0

k∑
j=0

f̂(j)ej

=
1

n

n−1∑
k=0

k∑
l=−k

∞∑
j=0

f̂(j)el ∗ ej

= Fn ∗

(
∞∑
j=0

f̂(j)ej

)

par bilinéarité et continuité de ∗ : L1(T)× L2(T)→ L2(T).
D’où, pour tout n ∈ N∗, R(f ∗Fn) = Fn∗R(f), ce qui assure que lim

n→+∞
‖R(f ∗Fn)−R(f)‖2 = 0

et implique la convergence en probabilité de (R(f ∗ Fn))n∈N vers R(f).
D’après le lemme 7, on a alors :

µ(|R(f)| > a) ≤ lim inf
n→∞

µ(|R(f ∗ Fn)| > a) ≤ 1

a
lim inf
n→∞

‖Fn ∗ f‖1 =
1

a
‖f‖1

d’où pour toute f ∈ C+(T), pour tout a > 0, µ({|R(f)| > a}) ≤ 1
a
‖f‖1.

• Étape 3 : Montrons que, pour tout f ∈ P , pour tout a > 0, µ({|R(f)| > a}) ≤ 8
a
‖f‖1.

Soit f ∈ PR, a > 0. Il existe (f+, f−) ∈ C+(T) tel que f = f+ − f−.
On a :

µ({|R(f)| > a}) ≤ µ
({
|R(f+)| > a

2

})
+ µ

({
|R(f−)| > a

2

})
≤ 2

a
‖f+‖1 +

2

a
‖f−‖1 =

2

a
‖f‖1

donc, pour tout f ∈ PR, pour tout a > 0, µ({|R(f)| > a}) ≤ 2
a
‖f‖1.

Or, pour tout f ∈ P , Re(f), Im(f) ∈ PR donc, pour tout a > 0, on a :

µ({|R(f)| > a}) ≤ µ
({
|R(Re(f))| > a

2

})
+ µ

({
|R(Im(f))| > a

2

})
≤ 4

a
‖Re(f)‖1 +

4

a
‖Im(f)‖1

≤ 4

a
‖f‖1 +

4

a
‖f‖1 =

8

a
‖f‖1

d’où, pour tout f ∈ P , pour tout a > 0, µ({|R(f)| > a}) ≤ 8
a
‖f‖1.

• Étape 4 : Donnons un sens à R(f) pour f ∈ L1(T).
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Soit f ∈ L1(T). D’après le théorème de Fejer, lim
n→+∞

‖Fn ∗ f − f‖1 = 0 donc, pour tout ε > 0,

pour tout (p, q) ∈ (N∗)2, comme (Fp − Fq) ∗ f ∈ P , on a :

µ({|R(Fp ∗ f)−R(Fq ∗ f)| > ε}) = µ({|R((Fp − Fq) ∗ f)| > ε}) ≤ 8

ε
‖Fp ∗ f − Fq ∗ f‖1 −→

p,q→∞
0

ce qui signifie que (R(Fn∗f))n∈N∗ est de Cauchy pour la convergence en probabilité, et converge
donc en probabilité. Notons R(f) cette limite.
On obtient ainsi un prolongement linéaire de R de P à L1(T).
• Étape 5 : Montrons que, pour tout f ∈ L1(T), pour tout a > 0, µ({|R(f)| > a}) ≤ 8

a
‖f‖1.

Pour tout f ∈ L1(T), pour tout a > 0, on a, comme à l’étape 2 :

µ({|R(f)| > a}) ≤ lim inf
n→∞

µ({|R(Fn ∗ f)| > a}) ≤ 8

a
‖Fn ∗ f‖1 ≤

8

a
‖f‖1

d’où le résultat.

Remarque 7. On note que, si f ∈ L2(T) ⊂ L1(T), lim
n→+∞

‖Fn ∗f−f‖2 = 0 d’après le théorème

de Fejer donc, par continuité de l’application

{
L2(T) → L2(T)∑
n∈Z

anen 7→
∑
n≥0

anen , le prolongement de R

à L1(T) coïncide avec cette application sur L2(T).

Nous avons désormais tous les outils pour prouver le théorème de Riesz.

Théorème 8 (M. Riesz). Pour tout p ∈]1,+∞[, il existe Cp > 0 tel que :

∀f ∈ P , ‖R(f)‖p ≤ Cp‖f‖p
ce qui signifie que, pour tout 1 < p < ∞, R s’étend en un opérateur continu de Lp(T) dans
lui-même.

Démonstration. • Puisque (en)n∈Z est une base hilbertienne de L2(T), l’application

R :

{
L2(T) → L2(T)∑
n∈Z

anen 7→
∑
n≥0

anen

est bien définie et, d’après le théorème de Parseval, R définit un opérateur continu de norme
1. En particulier, R est de type faible (2, 2).
Les théorèmes de Marcinkiewicz et de Kolmogorov assurent alors que, pour tout 1 < p ≤ 2, il
existe Cp > 0 tel que, pour tout f ∈ P , on ait ‖R(f)‖p ≤ Cp‖f‖p.
• Traitons désormais le cas où p ∈]2,+∞[. Notons q ∈]1, 2[ son exposant conjugué.

Puisque P est dense dans Lq(T), et que l’application
{
Lq(T) → Lq(T)

f 7→ f
est une isométrie

linéaire surjective, pour toute f ∈ P , on a, par dualité :

‖R(f)‖p = sup
g∈P
‖g‖q≤1

∣∣∣∣∫
T
R(f)g

dλ

2π

∣∣∣∣
= sup

g∈P
‖g‖q≤1

∣∣∣∣∫
T
fR(g)

dλ

2π

∣∣∣∣ car R = R∗ sur L2(T)

≤ sup
g∈P
‖g‖q≤1

‖f‖p‖R(g)‖q d’après l’inégalité de Hölder

≤ Cq‖f‖p
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ce qui assure le résultat.

On peut alors de nouveau en déduire le corollaire 2.
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2 Multiplicateurs de Fourier sur R

2.1 Premières définitions et propriétés

Avant d’énoncer les premiers résultats, introduisons quelques notations.

Pour tout p ∈ [1,+∞], on considère Lp(R) muni de la norme

‖f‖p =

{ (∫
R |f |

pdλ
) 1
p si p <∞

Supess(f) si p = +∞
.

Notations 2. • On note Cc(R) l’espace des fonctions continues à support compact sur R,
C∞c (R) l’espace des fonctions infiniment dérivables à support compact sur R, et |.| la mesure
de Lebesgue ;
• Pour toute f ∈ L1(R), on note :

f̂ :

{
R → C
ξ 7→

∫
R f(x)e−2iπxξdx

;

• Pour toute f ∈ L2(R), on note encore f̂ la transformée de Fourier-Plancherel de f ;
• Pour toute f ∈ L1(R), on note :

∨
f :

{
R → C
ξ 7→

∫
R f(x)e2iπxξdx

;

• Pour tout intervalle I non vide de R, on pose :

∆I :

{
S (R) → L2(R)

f 7→ (11I f̂)∨
.

Rappelons également la définition suivante :

Définition 5. On dit qu’une fonction f : R → C de classe C∞ est une fonction de Schwartz
si pour tout (m,n) ∈ N2, il existe une constante Cn,m > 0 telle que :

ρn,m(f) = sup
x∈R

∣∣xnf (m)(x)
∣∣ = Cn,m <∞.

Les quantités ρn,m(f), (n,m) ∈ N2 sont appelées semi-normes Schwartz de la fonction f . On
note S (R) l’espace des fonctions de Schwartz.

Comme sur le tore, définissons les multiplicateurs de Fourier sur la droite réelle et explicitons
ceux de L2(R).

Définition 6. Soit p ∈ [1,+∞[. On note Mp l’espace des fonctions m ∈ L∞(R) pour lesquelles

l’opérateur Tm :

{
(S (R), ‖.‖p) → Lp(R)

f 7→ (mf̂)∨
est bien défini et s’étend en un opérateur continu

sur Lp(R).
Les éléments de Mp sont appelés multiplicateurs de Fourier sur Lp(R) et, pour tout m ∈Mp,
on note ‖m‖Mp = ‖Tm‖Lp(R)→Lp(R).
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Remarque 8. Si m ∈M2, alors, pour toute f ∈ L2(R), Tmf = (mf̂)∨.

Proposition 4. On a M2 = L∞(R) et, pour tout m ∈ L∞(R), ‖m‖M2 = ‖m‖∞.

Démonstration. Soit m ∈ L∞(R). Montrons que m ∈M2 et que ‖m‖M2 = ‖m‖∞.
Pour toute f ∈ S (R), on a, d’après le théorème de Fourier-Plancherel :

‖Tmf‖2 = ‖(mf̂)∨‖2
FP
= ‖mf̂‖2 ≤ ‖m‖∞‖f̂‖2

FP
= ‖m‖∞‖f‖2

donc m ∈M2 et ‖m‖M2 ≤ ‖m‖∞.
Montrons désormais que ‖m‖M2 = ‖m‖∞.

Posons U :

{
L2(R) → L2(R)

f 7→ f̂
et Sm :

{
L2(R) → L2(R)
f 7→ mf

. Comme U est une isométrie

surjective et que Tm = U−1SmU , on a ‖Tm‖L2(R)→L2(R) = ‖Sm‖L2(R)→L2(R).
Il suffit alors de montrer que ‖Sm‖L2(R)→L2(R) ≥ ‖m‖∞. Pour cela, montrons que, pour tout
ε > 0, ‖Sm‖L2(R)→L2(R) ≥ ‖m‖∞ − ε.
Soit ε > 0. D’après le théorème de convergence monotone, il existe n ∈ N∗ tel que |[−n, n] ∩
{|m| ≥ ‖m‖∞ − ε}| > 0. Avec f = 11[−n,n]∩{|m|≥‖m‖∞−ε} ∈ L2(R) \ {0}, on a alors :

‖Smf‖2
2 =

∫
R
|m(x)|2|f(x)|2dx ≥ (‖m‖∞ − ε)2‖f‖2

2

d’où, pour tout ε > 0, ‖Sm‖L2(R)→L2(R) ≥ ‖m‖∞ − ε, ce qui assure le résultat.

Le fait que S (R) ne soit pas dense dans L∞(R) justifie la définition suivante :

Définition 7. On note M∞ l’espace des fonctions m ∈ L∞(R) pour lesquelles il existe C > 0
tel que, pour toute f ∈ S (R), Tmf := (mf̂)∨ ∈ L∞(R) et ‖(mf̂)∨‖∞ ≤ C‖f‖∞.
Pour tout m ∈M∞, on pose ‖m‖M∞ = inf{C > 0;∀f ∈ S (R), ‖Tmf‖∞ ≤ C‖f‖∞}.

Afin d’expliciter un résultat de dualité concernant les multiplicateurs de Fourier, montrons
les deux résultats suivants :

Lemme 8. On a : BL∞(R) ∩ C∞c (R)
σ(L∞(R),L1(R))

= BL∞(R).

Démonstration. Soit f ∈ BL∞(R).
Commençons par remarquer que si (fn)n∈N∗ ⊂ L∞(R) vérifie :
(i) fn

pp−→ f ;
(ii) il existe C > 0 telle que pour tout n ∈ N∗, |fn| ≤ C ;

alors le théorème de convergence dominée assure que fn
σ(L∞,L1)−→ f .

Or (fn = f11[−n,n])n∈N∗ ⊂ L∞(R)∩L1(R) vérifie (i) et (ii) (avec C = 1) donc on peut supposer
que f ∈ BL∞(R) ∩ L1(R).
Or C∞c (R) est dense dans (L1(R), ‖.‖1) donc il existe une suite (fn)n∈N∗ ⊂ C∞c (R) vérifiant
lim

n→+∞
‖fn−f‖1 = 0. On en déduit qu’il existe une sous-suite (nk)k∈N∗ ⊂ N∗ telle que fnk

pp−→ f .
Posons :

P :


C → C

z 7→

{
z si |z| ≤ 1
z
|z| sinon

.
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La continuité de P assure que P (fnk)
pp−→ P (f) = f , avec (P (fnk))k∈N∗ ⊂ Cc(R). On peut alors

supposer que f ∈ Cc(R) ∩BL∞(R).
Considérons alors une suite régularisante (ρn)n∈N∗ . Par définition, pour tout n ∈ N∗, ρn ≥ 0,
ρn ∈ C∞c (R),

∫
R ρndλ = 1 et Supp(ρn) ⊂

[
− 1
n
, 1
n

]
.

Puisque f ∈ Cc(R), f est uniformément continue donc lim
n→+∞

‖ρn ∗ f − f‖∞ = 0 et comme f

est localement intégrable, (ρn ∗ f)n∈N∗ ⊂ C∞c (R).
Pour avoir le résultat, il suffit donc de montrer que, pour tout n ∈ N∗, ρn ∗ f ∈ BL∞(R). Soit
n ∈ N∗. Pour λ-presque-tout x ∈ R, on a :

|ρn ∗ f |(x) ≤
∫
R
|f(x− t)|ρn(t)dt ≤

∫
R

1× ρn(t)dt = 1

ce qui assure le résultat.

Corollaire 3. Soit f ∈ L1(R). On a :

‖f‖1 = sup
g∈BL∞(R)∩C∞c (R)

|〈f, g〉L1(R),L∞(R)|.

Démonstration. On a déjà :

sup
g∈BL∞(R)∩C∞c (R)

|〈f, g〉L1(R),L∞(R)| ≤ sup
g∈BL∞(R)

|〈f, g〉L1(R),L∞(R)| = ‖f‖1.

Soit ε > 0. Il suffit de montrer qu’il existe h ∈ BL∞(R) ∩ C∞c (R) telle que |〈f, h〉L1(R),L∞(R)| ≥
‖f‖1 − ε.
Il existe g ∈ BL∞(R) telle que |〈f, g〉L1(R),L∞(R)| ≥ ‖f‖1− ε

2
. D’après le lemme précédent, il existe

h ∈ BL∞(R) ∩ C∞c (R) vérifiant |〈f, g − h〉L1(R),L∞(R)| ≤ ε
2
. On a alors :

|〈f, h〉L1(R),L∞(R)| ≥ |〈f, g〉L1(R),L∞(R)| − |〈f, g − h〉L1(R),L∞(R)| ≥ ‖f‖1 − ε

ce qui assure le résultat.

Notations 3. Pour toute f : R→ R, on note f̃ :

{
R → R
x 7→ f(−x)

.

Voici le résultat de dualité concernant les multiplicateurs de Fourier, disant que les multipli-
cateurs de Lp(R) sont les mêmes que ceux de Lq(T), où p ∈ [1,+∞], q sont exposant conjugué.
En particulier, ce résultat restreint l’étude des multiplicateurs de Fourier à ceux de Lp(R),
1 ≤ p ≤ 2 ou 2 ≤ p.

Proposition 5. Soit m ∈ L∞(R), 1 ≤ p ≤ +∞, q son exposant conjugué.
Alors Tm s’étend en un multiplicateur de Fourier borné sur Lp(R) si et seulement si Tm s’étend
en un multiplicateur de Fourier borné sur Lq(R).
Dans ce cas, on a même ‖m‖Mp = ‖m‖Mq .

Démonstration. • Premier cas : 1 < p <∞.
Par symétrie, il suffit de montrer que si Tm s’étend en un multiplicateur de Fourier borné sur
Lp(R), alors Tm s’étend en un multiplicateur de Fourier borné sur Lq(R) et ‖Tm‖Lq(R)→Lq(R) ≤
‖Tm‖Lp(R)→Lp(R) . Supposons que Tm s’étende en un multiplicateur de Fourier borné sur Lp(R).
On a alors :

∀(f, g) ∈ S (R)2,

∣∣∣∣∫
R
(Tmf)(x)g(x)dx

∣∣∣∣ ≤ ‖T‖Lp(R)→Lp(R)‖f‖p‖g‖q.
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Par densité de S (R) dans Lp(R) et Lq(R), il suffit, pour avoir le résultat, de montrer que :

∀(f, g) ∈ S (R)2,

∣∣∣∣∫
R
(Tmg)(x)f(x)dx

∣∣∣∣ ≤ ‖T‖Lp(R)→Lp(R)‖f‖p‖g‖q.

Soit (f, g) ∈ S (R)2. Puisque f̃ ∈ S (R), g̃ ∈ S (R) et que pour toute h ∈ L1(R), ĥ =
̂̃
h, on a,

par Fourier-Plancherel :∣∣∣∣∫
R
(Tmg)(x)f(x)dx

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫
R
(mĝ)∨(x)f(x)dx

∣∣∣∣ FP
=

∣∣∣∣∫
R
m(x)ĝ(x)f̂(x)dx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫
R
m(x)̂̃g(x)

̂̃
f(x)dx

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫
R
T̂mf̃(x)̂̃g(x)dx

∣∣∣∣
FP
=

∣∣∣∣∫
R
(Tmf̃)(x)g̃(x)dx

∣∣∣∣
≤ ‖T‖Lp(R)→Lp(R)

∥∥∥f̃∥∥∥
p

∥∥∥g̃∥∥∥
q

= ‖T‖Lp(R)→Lp(R)‖f‖p‖g‖q

ce qui assure le résultat.
• Deuxième cas : (p, q) ∈ {1,+∞}2.
∗ Supposons que m ∈M1. Montrons que m ∈M∞ et que ‖m‖M∞ ≤ ‖Tm‖L1(R)→L1(R).
Pour tout (f, g) ∈ S (R)2, par Fourier-Plancherel, on a :

〈Tmf, g〉L∞(R),L1(R) =

∫
R
(mf̂)∨(x)g(x) =

∫
R
m(x)f̂(x)ĝ(x)dx

=

∫
R
f̂(x)mĝ(x)dx =

∫
R
f(x)

(
m˜̂g)∨(x)dx

=

∫
R
f(x) (m̃ĝ)∨ (x)dx = 〈f, Tm̃g〉L∞(R),L1(R)

et, pour toute f ∈ S (R), on a :

‖Tm̃f‖1 =
∥∥∥(m̃f̂)∨

∥∥∥
1

=

∥∥∥∥(m̂̃f)∨∥∥∥∥
1

=
∥∥∥Tmf̃∥∥∥

1
≤ ‖Tm‖L1(R)→L1(R)

∥∥∥f̃∥∥∥
1

= ‖Tm‖L1(R)→L1(R)‖f‖1

donc m̃ ∈M1 et ‖Tm̃‖L1(R)→L1(R) ≤ ‖T‖L1(R)→L1(R).
On a alors, pour toute f ∈ S (R) :

‖Tmf‖∞ = sup
g∈BL1(R)

|〈Tmf, g〉L∞(R),L1(R)| = sup
g∈S (R)∩BL1(R)

|〈Tmf, g〉L∞(R),L1(R)|

= sup
g∈S (R)∩BL1(R)

|〈f, Tm̃g〉L∞(R),L1(R)| ≤ ‖Tm̃‖L1(R)→L1(R)‖f‖∞

≤ ‖T‖L1(R)→L1(R)‖f‖∞.

D’où m ∈M∞ et que ‖m‖M∞ ≤ ‖Tm‖L1(R)→L1(R).
∗ Supposons que m ∈M∞. Montrons que m ∈M1 et que ‖Tm‖L1(R)→L1(R) ≤ ‖m‖M∞ .
Comme précédemment, on montre que m̃ ∈ M∞, que ‖m̃‖M∞ ≤ ‖m‖M∞ et que, pour tout
(f, g) ∈ S (R), on a :

〈Tmf, g〉L1(R),L∞(R) = 〈f, Tm̃g〉L1(R),L∞(R).
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D’après le corollaire 3 et un calcul identique à celui effectué plus haut, pour toute f ∈ S (R),
on a :

‖Tmf‖1 = sup
BL∞(R)∩C∞c (R)

|〈f, Tm̃g〉L1(R),L∞(R)| ≤ ‖m̃‖M∞‖f‖1 ≤ ‖m‖M∞‖f‖1

d’où le résultat.

La proposition suivante permet de mieux comprendre les multiplicateurs de L∞(R).

Proposition 6. Soit m ∈ L∞(R).

m ∈M∞ si et seulement si l’opérateur Tm :

{
S (R) → L∞(R)

f 7→ (mf̂)∨
s’étend en une application

σ(L∞(R), L1(R))− σ(L∞(R), L1(R)) continue.

Remarque 9. • D’après le lemme de Riemann-Lebesgue, pour toute f ∈ S (R), (mf̂)∨ ∈ C0(R)
donc l’opérateur Tm est bien défini.
• On aurait pu formuler la proposition 6 en terme de continuité puisqu’un opérateur T :
L∞(R) → L∞(R) qui est σ(L∞(R), L1(R)) − σ(L∞(R), L1(R)) continu est en fait continu.
En effet, d’après le théorème du graphe fermé, il suffit de montrer que, si (fn)n∈N vérifie
lim

n→+∞
‖fn − f‖∞ = 0 et ‖Tfn − g‖∞ avec (f, g) ∈ (L∞(R)2, alors g = Tf . En particulier,

on a fn
σ(L∞(R),L1(R))−→

n→∞
f et Tfn

σ(L∞(R),L1(R))−→
n→∞

g donc, par σ(L∞(R), L1(R)) − σ(L∞(R), L1(R))

continuité de T , on a bien g = Tf .

Démonstration. ⇐ Supposons que Tm s’étende en une application σ(L∞(R), L1(R))−σ(L∞(R), L1(R))
continue. Notons encore Tm ce prolongement. D’après la remarque précédente, Tm est un opé-
rateur continu donc m ∈M∞.
⇒. Supposons que m ∈M∞. On a vu qu’alors m̃ ∈M1. Pour tout (f, g) ∈ C∞c (R), on a :

〈Tmf, g〉L∞(R),L1(R) = 〈f, Tm̃g〉L∞(R),L1(R) = 〈T ∗m̃f, g〉L∞(R),L1(R)

donc, comme C∞c (R)
‖.‖1

= L1(R), Tm = T ∗m̃ sur C∞c (R) avec Tm̃ ∈ B(L1(R)). Montrons alors
que T ∗m̃ est l’unique extension σ(L∞(R), L1(R))−σ(L∞(R), L1(R)) continue de Tm de C∞c (R) à
L∞(R). Comme Tm̃ ∈ B(L1(R)), on sait déjà que T ∗m̃ est σ(L∞(R), L1(R))− σ(L∞(R), L1(R))
continu. Soit T une extension σ(L∞(R), L1(R)) − σ(L∞(R), L1(R)) continue de Tm de C∞c (R)
à L∞(R). Montrons que T = T ∗m̃. Soit f ∈ L∞(R). Si Tf 6= T ∗m̃f , il existe g ∈ L1(R), ε > 0 tels
que VTf,g,ε ∩ VT ∗m̃f,g,ε = ∅. Par σ(L∞(R), L1(R)) − σ(L∞(R), L1(R))-continuité de T et T ∗m̃, il
existe g1, · · · , gn, h1, · · · , hm ∈ L1(R), ε1, ε2 ∈ R+∗ tels que :

T (Vf,g1,··· ,gn,ε1) ⊂ VTf,g,ε et T ∗m̃(Vf,h1,··· ,hn,ε2) ⊂ VT ∗m̃f,g,ε

Or on a vu que C∞c (R)
σ(L∞(R),L1(R))

= L∞(R) donc il existe ϕ ∈ C∞c (R) ∩ Vf,g1,··· ,gn,ε1 ∩
Vf,h1,··· ,hn,ε2 . Donc Tϕ = T ∗m̃ϕ ∈ VTf,g,ε ∩ VT ∗m̃f,g,ε, ce qui est absurde. D’où T = T ∗m̃.

De plus, comme S (R) ⊂ C∞c (R)
‖.‖∞ , pour toute f ∈ S (R), on a Tmf = T ∗m̃f , ce qui

conclut.

On en déduit le résultat suivant, assurant la cohérence des notations.

Corollaire 4. Soit m ∈M∞. On a :

‖m‖M∞ = ‖Tm‖L∞(R)→L∞(R)

où l’on note encore Tm le prolongement obtenu grâce à la proposition 6.
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Démonstration. Notons que l’on a déjà ‖m‖M∞ ≤ ‖Tm‖L∞(R)→L∞(R).
Montrons désormais que, pour toute f ∈ BL∞(R), on a ‖Tmf‖ ≤ ‖m‖M∞ . Soit f ∈ BL∞(R).
D’après la preuve du lemme 8, il existe une suite (fn)n∈N ⊂ S (R) ∩ BL∞(R) qui converge
vers f pour la topologie σ(L∞(R), L1(R)). Grâce à la continuité préfaible de Tm, on a alors

Tm(fn)
σ(L∞(R),L1(R))−→

n→∞
Tm(f). On en déduit que :

‖Tmf‖∞ ≤ lim inf
n→∞

‖Tm(fn)‖∞ ≤ lim inf
n→∞

‖m‖M∞‖fn‖ ≤ ‖m‖M∞

d’où le résultat.

Comme sur le tore, les multiplicateurs de Fourier de L1(R) (et donc de L∞(R)) sont parfai-
tement connus. En effet, ce sont ceux qui s’expriment comme convolution avec une mesure de
Borel finie. Pour le montrer, nous aurons besoin des résultats concernant l’espace de Schwartz
et les distributions tempérées énoncés ci-dessous.

Proposition 7. Soit p ∈]0,+∞[. Soit (fn)n∈N ⊂ S (R), f ∈ S (R) telles que lim
n→+∞

fn = f

dans S (R).
On a lim

n→+∞
fn = f dans Lp(R). De plus, il existe une constante Cp > 0 telle que, pour tout

m ∈ N :

‖f (m)‖p ≤ Cp

b2/pc+1∑
n=0

ρn,m(f)

pour toute fonction f ∈ S (R).

Démonstration. Soit m ∈ N. Notons qu’il existe une constante Cp > 0 telle que, pour toute
fonction f ∈ S (R), on ait :

‖f (m)‖p ≤
(∫ 1

−1

|f (m)(x)|pdx+

∫
R\[−1,1]

|x|2|f (m)(x)|p|x|−2dx

) 1
p

≤

(
2‖f (m)‖p∞ +

(
sup

x∈R\[−1,1]

|x|2|f (m)(x)|p
)∫

R\[−1,1]

|x|−2dx

) 1
p

≤ Cp

(
‖f (m)‖∞ + sup

x∈R
|x|b2/pc+1|f (m)(x)|

)
ce qui prouve la proposition.

Les définitions suivantes permettent de généraliser celles vues dans l’unité d’analyse de
Fourier.

Définition 8. • Pour tout u ∈ S (R)′, pour tout f ∈ S (R), on pose :

〈ũ, f〉 = 〈u, f̃〉

et :
∀h ∈ S (R), 〈f ∗ u, h〉 = 〈u, h̃ ∗ f〉.

• Pour toute u ∈ S ′(R), pour tout n ∈ N, on définit :

∀f ∈ S (R), 〈u(n), f〉 = (−1)n〈u, f (n)〉.

Si u est une fonction, les dérivées de u au sens des distributions sont appelées dérivées distri-
butionnelles.
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Remarque 10. Pour tout (u, f) ∈ S ′(R)×S (R), on peut identifier la distribution f ∗ u avec
la fonction x 7→ u(τx(f̃)). En effet, on peut montrer que, pour tout (u, f) ∈ S ′(R)×S (R), on
a :

∀h ∈ S (R), 〈f ∗ u, h〉 =

∫
R
u(τx(f̃))h(x)dx.

Commençons par admettre le théorème suivant, dont la démonstration utilise la remarque
ci-dessus.

Théorème 9. Soit u ∈ S ′(R), ϕ ∈ S (R).
Alors ϕ ∗ u est une fonction C∞.
De plus, pour tout α ∈ N, il existe Cα, kα ∈ R+∗ tels que :

∀x ∈ R, (ϕ ∗ u)(α)(x)| ≤ Cα(1 + |x|)kα .

De plus, si u est à support compact, alors ϕ ∗ u ∈ S (R).

Ce théorème et les deux lemmes ci-dessous permettent de donner une caractérisation des
opérateurs bornés commutant avec les translations.

Lemme 9. Soit (p, q) ∈ [1,+∞]2, T : Lp(R) → Lq(R) un opérateur borné qui commute avec
les translations. Pour toute f ∈ S (R), les dérivées distributionnelles de T (f) existent à tout
ordre, sont des fonctions de Lq(R) et :

∀n ∈ N, (T (f))(n) = T (f (n)).

Démonstration. Soit f ∈ S (R). Montrons le résultat par récurrence sur n ∈ N. On note qu’il
suffit de prouver le résultat pour n = 1.
• Commençons par montrer que lim

h→0

Id−τh
h

(f) = f ′ dans S (R).

Soit (α, β) ∈ N2. Montrons que :

lim
h→0

sup
x∈R

∣∣∣∣xβ f (α)(x)− f (α)(x− h)

h
− xβf (α+1)(x)

∣∣∣∣ = 0.

Pour tout h ∈ R∗, pour tout x ∈ R, on a :∣∣∣∣xβ f (α)(x)− f (α)(x− h)

h
− xβf (α+1)(x)

∣∣∣∣ TAF
=
∣∣xβ(f (α+1)(y)− f (α+1)(x))

∣∣ avec y ∈]x, x+ h[

TAF
=
∣∣xβf (α+1)(z)(x− y)

∣∣ avec z ∈]x, y[

≤ |h|
∣∣xβf (α+1)(z)

∣∣ −→
h→0

0

donc lim
h→0

Id−τh
h

(f) = f ′ dans S (R).
• D’après la proposition 7, on a donc :

lim
h→0

Id− τh
h

(f) = f ′ dans Lp(R)

d’où, par continuité de l’opérateur T :

lim
h→0

T

(
Id− τh

h
(f)

)
= T (f ′) dans Lq(R)(∗).
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• On en déduit que, pour toute g ∈ S (R), on a :

〈T (f)′, g〉 = −
∫
R
T (f)(x)g′(x)dx

= −
∫
R
T (f)(x) lim

h→0

(τ−hg)(x)− g(x)

h
dx

TCVD
=

TAF
− lim

h→0

∫
R
T (f)(x)

(
τ−h − Id

h

)
(g)(x)dx

u=x−h
= lim

h→0

∫
R

(
Id− τh

h
◦ T (f)

)
(x)g(x)dx

par linéarité de l’intégrale donc, comme T est continu et commute avec les translations, pour
toute g ∈ S (R), on a :

〈T (f)′, g〉 = lim
h→0

∫
R
T

(
Id− τh

h
(f)

)
(x)g(x)dx

TCVD
=

TAF

∫
R
T

(
lim
h→0

Id− τh
h

(f)

)
(x)g(x)dx

= 〈T (f ′), g〉 par (∗)

ce qui assure le résultat.

Lemme 10. Soit q ∈ [1,+∞], h ∈ Lq(R).
Si toutes les dérivées distributionnelles h(n), n ∈ N, sont aussi dans Lq(R), alors h est égale
presque-partout à une fonction H continue satisfaisant :

|H(0)| ≤ Cq

2∑
k=0

‖h(k)‖q

où Cq > 0 est une constante ne dépendant que de q (et pas de h).

Démonstration. Notons q′ l’exposant conjugué de q. Soit R ∈ [1,+∞[, ϕR ∈ C∞c (R) valant 1
sur [−R,R] et 0 sur R\]− 2R, 2R[.
Puisque h ∈ Lq(R), ϕRh ∈ L1(R).
• Montrons que ϕ̂Rh ∈ L1(R).
On a :

∀x ∈ R, (1 + |x|)2 ≤ 1 + 2π|x|+ 4πx2

donc :

∀x ∈ R, 1 ≤ (1 + |x|)−2

2∑
k=0

|(−2iπx)k|
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d’où, pour tout x ∈ R, on a :∣∣∣ϕ̂Rh(x)
∣∣∣ ≤ (1 + |x|)−2

2∑
k=0

∣∣∣(−2iπx)kϕ̂Rh(x)
∣∣∣

≤ (1 + |x|)−2

2∑
k=0

∥∥∥ ̂(ϕRh)(k)

∥∥∥
∞

≤ (1 + |x|)−2

2∑
k=0

∥∥(ϕRh)(k)
∥∥

1

≤ (4R)
1
q′ (1 + |x|)−2

2∑
k=0

∥∥(ϕRh)(k)
∥∥
q
par Hölder.

La règle de Leibniz et le fait que toutes les dérivées de ϕR soient bornées par une constante
(dépendant de R) assurent alors qu’il existe une constante Cq,R > 0 telle que, pour tout x ∈ R,
on ait : ∣∣∣ϕ̂Rh(x)

∣∣∣ ≤ Cq,R(1 + |x|)−2

2∑
k=0

∥∥h(k)
∥∥
q

(∗)

d’où ϕ̂Rh ∈ L1(R).
• On en déduit que, pour tout R ≥ 1, ϕRh = (ϕ̂Rh)∨, d’où ϕRh est égale presque-partout à une
fonction continue. Or, pour tout R ≥ 1, ϕR vaut 1 sur [−R,R] donc h est égale presque-partout
à une fonction continue sur [−R,R], d’où h est égale presque-partout à une fonction continue
sur R, notée H.
Finalement, comme |H(0)| = |ϕ1h(0)| =

∣∣∣(ϕ̂Rh)∨(0)
∣∣∣ ≤ ‖ϕ1h‖1, on a bien le résultat grâce à

(∗).
Théorème 10. Soit (p, q) ∈ [1,+∞]2, T : Lp(R) → Lq(R) un opérateur borné qui commute
avec les translations. Il existe une unique distribution tempérée v ∈ S ′(R) telle que :

∀f ∈ S (R), T (f) = f ∗ v.

Démonstration. D’après les lemmes 9 et 10, on peut définir une application linéaire u sur S (R)
par :

∀f ∈ S (R), 〈u, f〉 = T (f)(0).

• Montrons que u ∈ S ′(R). Notons Cq > 0 la constante donnée par le lemme 10 et Cp > 0 la
constante donnée par la proposition 7. Pour toute f ∈ S (R), on a :

|〈u, f〉| ≤ Cq

2∑
n=0

‖(T (f))(n)‖q par le lemme 10

≤ Cq

2∑
n=0

‖T (f (n))‖q par le lemme 9

≤ Cq‖T‖Lp(R)→Lq(R)

2∑
n=0

‖f (n)‖p

≤ CqCp‖T‖Lp(R)→Lq(R)

2∑
n=0

b2/pc+1∑
l=0

ρl,n(f)
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donc u ∈ S ′(R).
• Montrons désormais que, pour toute f ∈ S (R), T (f) = f ∗ ũ.
La remarque 10 et le théorème 9 justifient que, pour toute f ∈ S (R), pour tout x ∈ R, on ait :

T (f)(x) = τ−x(T (f))(0)

= T (τ−x(f))(0) car T commute avec les translations

= 〈u, τ−x(f)〉 = 〈ũ, τx(f̃)〉
= (f ∗ ũ)(x)

ce qui assure le résultat avec v = ũ, l’unicité étant claire.

Grâce à cette caractérisation des opérateurs commutant avec les translations et le théorème
de Banach-Alaoglu, on peut expliciter comme dans le cas du tore les multiplicateurs de L1(R).

Remarque 11. On note C0(R) =

{
f ∈ C(R); lim

|x|→∞
f(x) = 0

}
, que l’on munit de la norme

‖.‖∞. Le théorème de Riesz assure que le dual de C0(R) est l’espace des mesures de Borel finies.

Pour pouvoir appliquer le théorème de Banach-Alaoglu, montrons que l’espace C0(R) est
séparable.

Lemme 11. L’espace C0(R) est séparable.

Démonstration. Pour tout n ∈ N∗, posons Cn = {f ∈ Cc(R); Supp(f) ⊂ [−n, n]}. On note que
C0(R) =

⋃
n∈N∗

Cn donc il suffit de montrer que, pour tout n ∈ N∗, l’espace Cn est séparable.

Or, pour tout n ∈ N∗, l’application
{

(Cn, ‖.‖∞) → (C([−n, n]), ‖.‖∞)
f 7→ f|[−n,n]

est une isométrie

linéaire et C([−n, n]) est séparable d’où le résultat.

Théorème 11. Soit m ∈ L∞(R).
On a : m ∈M1 si et seulement s’il existe une mesure de Borel (complexe) finie µ tel que, pour
tout f ∈ S (R), on ait Tm(f) = f ∗ µ.
Dans ce cas, ‖m‖M1 = ‖µ‖TV .

Démonstration. ⇐. Supposons qu’il existe une mesure de Borel (complexe) finie µ tel que, pour
tout f ∈ S (R), on ait Tm(f) = f ∗ µ.
Alors Tm est bien un opérateur borné de L1(R) dans lui-même et ‖Tm‖L1(R)→L1(R) ≤ ‖µ‖TV .
En effet, si on note |µ| la variation de la mesure µ, le théorème de décomposition polaire assure
qu’il existe une fonction mesurable h sur R telle que |h| = 1 |µ|-presque-partout et telle que µ
soit la mesure qui admet pour densité h par rapport à |µ|. On a alors, pour toute f ∈ S (R) :

‖Tm(f)‖1 =

∫
R

∣∣∣∣∫
R
f(−x− t)h(t)d|µ|(t)

∣∣∣∣ dx ≤ ∫
R

∫
R
|f(−x− t)|d|µ|(t)dx FT

= ‖f‖1‖µ‖TV .

⇒. Supposons que m ∈ M1. D’après le théorème 10, il existe u ∈ S ′(R) tel que, pour toute
f ∈ S (R), on ait Tm(f) = f ∗ u.
Pour tout n ∈ N, posons fn : x 7→ ne−πnx

2 . La suite (fn)n∈N est bornée dans L1(R) donc, comme
T est borné, la suite (fn ∗ u)n∈N est bornée dans L1(R). D’après la remarque 11, le théorème
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de Banach-Alaoglu et le lemme 11, il existe une sous-suite (fnk ∗ u)k∈N de (fn ∗ u)n∈N et une
mesure de Borel finie µ telles que :

∀g ∈ C0(R), lim
k→∞

∫
R
g(x)(fnk ∗ u)(x)dx =

∫
R
g(x)dµ(x) (∗).

Montrons que u = µ (on identifie µ à un élément de S ′(R)).
On peut montrer que, pour toute g ∈ S (R), (g ∗ fnk)k∈N converge vers g dans S (R) d’où
lim
k→∞
〈u, fnk ∗ g〉 = 〈u, g〉. Or, pour toute g ∈ S (R), d’après ce qui précède, on a :

〈µ, g〉 = lim
k→∞
〈fnk ∗ u, g〉 = lim

k→∞
〈u, ˜fnk ∗ g〉 = lim

k→∞
〈u, fnk ∗ g〉

d’où u = µ. Montrons alors que ‖µ‖TV ≤ ‖Tm‖L1(R)→L1(R).
Par (∗), pour toute g ∈ C0(R), on a :∣∣∣∣∫

R
g(x)dµ(x)

∣∣∣∣ ≤ ‖g‖∞ sup
k∈N
‖fnk ∗ u‖1 ≤ ‖g‖∞‖Tm‖L1(R)→L1(R)

ce qui assure, d’après le théorème de Riesz que ‖µ‖TV ≤ ‖Tm‖L1(R)→L1(R). L’autre inégalité
ayant déjà été prouvée, on a bien le résultat.

2.2 Théorie de Calderón-Zygmund

Les résultats principaux de cette partie donnant une condition suffisante pour que des
opérateurs soient des multiplicateurs de Fourier font appel à la théorie de Calderón-Zygmund,
développée par les mathématiciens Alberto Calderón et Antoni Zygmund.
Avant d’énoncer le théorème de décomposition de Calderón-Zygmund, introduisons la notion
de noyau de Calderón-Zygmund et d’intervalles dyadiques.

Définition 9. • On appelle noyau de Calderón-Zygmund une fonction K : R∗ → C localement
intégrable vérifiant :
(K1) ∀x ∈ R∗, |K(x)| ≤ B

|x| ;
(K2) ∀y ∈ R∗,

∫
|x|>2|y| |K(x)−K(x− y)|dx ≤ B ;

(K3) ∀(r, s) ∈ (R+∗)2,
∫
r<|x|<sK(x)dx = 0

pour une constante B > 0.
La condition (K2) est appelée condition de Hörmander.
• L’opérateur de Calderón-Zygmund associé au noyau K est défini par :

∀f ∈ S (R),∀x ∈ R, TKf(x) = lim
ε→0+

∫
|x−y|>ε

K(x− y)f(y)dy.

Remarque 12. La limite ci-dessus est bien définie. En effet, pour toute f ∈ S (R), pour tout
x ∈ R, pour tout δ > 0, grâce à la condition (K1), on a :∫

|x−y|>δ
|K(x− y)||f(y)|dy ≤

∫
|x−y|>δ

B

|x− y|
|f(y)|dy ≤ B

δ
‖f‖1 < +∞
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et, pour tout η > δ > 0, on a :∣∣∣∣∫
|x−y|>δ

K(x− y)f(y)dy −
∫
|x−y|>η

K(x− y)f(y)dy

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫
η≥|x−y|>δ

K(x− y)f(y)dy

∣∣∣∣
u=x−y

=

∣∣∣∣∫
η≥|u|>δ

K(u)(f(x− u)− f(x))du

∣∣∣∣ par (K3)

≤ B sup
u∈[0,1]

|f ′(u)|
∫
η≥|u|>δ

|u|
|u|
du par (K1) et l’inégalité des accroissementes finis

= B sup
u∈[0,1]

|f ′(u)|(η − δ) −→
η→0

0

Définition 10. On appelle intervalle dyadique tout ensemble de la forme [2lm, 2l(m + 1)[, où
(l,m) ∈ Z2.

Proposition 8. Soit (Q,Q′) un couple d’intervalles dyadiques.
On a : soit Q ∩Q′ = ∅, soit Q ⊂ Q′, soit Q′ ⊂ Q.

Démonstration. Par définition, il existe (l, l′,m,m′) ∈ Z4 tel que Q = [2lm, 2l(m + 1)[ et
Q′ = [2l

′
m′, 2l

′
(m′ + 1)[= [2l

′−lm′2l, 2l
′−l(m′ + 1)2l[. Par symétrie, on peut supposer l ≤ l′.

Supposons alors Q∩Q′ 6= ∅. Montrons que Q ⊂ Q′, i.e que 2l
′−lm′ ≤ m etm+1 ≤ 2l

′−l(m′+1).
Puisque Q ∩ Q′ 6= ∅, il existe x ∈ Q ∩ Q′. Alors 2lm ≤ x < 2l(m + 1) et 2l

′
m′ ≤ x <

2l
′
(m′ + 1), donc m < 2l

′−l(m′ + 1) et 2l
′−lm′ < m + 1. Or, comme on a supposé l ≤ l′, on a

(2l
′−l(m′ + 1), 2l

′−lm′) ∈ Z2, ce qui assure le résultat car m ∈ Z.

Pour démontrer le théorème de décomposition de Calderón-Zygmund, nous aurons besoin
du théorème suivant, dont on pourra trouver une démonstration dans le livre de Rudin [4].

Théorème 12 (Théorème de différentiation de Lebesgue). Soit f ∈ L1(R). Pour tout x ∈ R,
notons (In(x))n∈N une suite décroissante d’intervalles ouverts contenant x vérifiant : il existe
une suite (rn)n∈N ⊂ R+∗ convergeant vers 0 pour laquelle λ(In(x)) ≤ rn pour tout n ∈ N.
Pour λ-presque-tout x ∈ R, on a :

lim
n→+∞

1

λ(In(x))

∫
In(x)

f(u)du = f(x).

Le théorème de décomposition de Calderón-Zygmund est le suivant :

Théorème 13 (Décomposition de Calderón-Zygmund). Soit f ∈ L1(R), λ > 0.
Il existe deux fonctions g et b dans L1(R) vérifiant :
(i) |g| ≤ λ (presque partout) ;
(ii) b =

∑
Q∈B

11Qf , où B est une collection de intervalles dyadiques disjoints ;

(iii) ∀Q ∈ B, λ < 1
|Q|

∫
Q
|f(x)|dx ≤ 2λ ;

(iv)

∣∣∣∣∣ ⋃Q∈B

Q

∣∣∣∣∣ < 1
λ
‖f‖1 ;

(v) f = g + b (presque partout).
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Démonstration. Pour tout l ∈ Z, on définit une collection d’intervalles dyadiques par :

Dl = {[2lm, 2l(m+ 1)[,m ∈ Z}.

Puisque f ∈ L1(R), il existe l0 ∈ N tel que, pour tout l ≥ l0, 1
2l

∫
R |f(x)|dx ≤ λ. En particulier,

pour tout Q ∈ Dl0 , 1
|Q|

∫
Q
|f(x)|dx ≤ λ.

Construisons progressivement une famille B d’intervalles dyadiques disjoints.
Tout intervalle de Dl0 peut être découpé en deux intervalles dyadiques disjoints de longueur
2l0−1. Un tel intervalleQ′ de longueur 2l0−1 vérifie : soit 1

|Q′|

∫
Q′
|f(x)|dx ≤ λ, soit 1

|Q′|

∫
Q′
|f(x)|dx >

λ.
• Si Q′ est dans la deuxième situation, on arrête de diviser Q′ et on l’inclut dans B. Dans ce
cas :

λ <
1

|Q′|

∫
Q′
|f(x)|dx ≤ 2

|Q|

∫
Q

|f(x)|dx ≤ 2λ

où on a noté Q l’intervalle dyadique dont est issu Q′.
• Si Q′ est dans la première situation, on découpe de nouveau Q′ en deux intervalles dyadiques
disjoints de même longueur auxquels on rapplique cette opération jusqu’à obtenir une collection
d’intervalles dyadiques disjoints B vérifiant (iii).
De plus, on a : ∣∣∣∣∣ ⋃

Q∈B

Q

∣∣∣∣∣ ≤∑
Q∈B

|Q| <
∑
Q∈B

1

λ

∫
Q

|f(x)|dx ≤ 1

λ
‖f‖1.

• Considérons désormais x0 ∈ R \

( ⋃
Q∈B

Q

)
. Comme la famille Dl0 recouvre R, x0 est contenu

dans une suite décroissante (Qj)j∈N d’intervalles dyadiques telle que, pour tout j ∈ N, on ait :

1

|Qj|

∫
Qj

|f(x)|dx ≤ λ.

D’après le théorème de différentiation de Lebesgue, on a alors, pour presque tout x0 ∈ R \( ⋃
Q∈B

Q

)
, |f(x0)| ≤ λ.

• Comme R \

( ⋃
Q∈B

Q

)
et R \

( ⋃
Q∈B

Q

)
diffèrent d’un ensemble de mesure nulle, on a bien le

résultat en posant b =
∑
Q∈B

11Qf et g = f −
∑
Q∈B

11Qf .

Remarque 13. En reprenant les notations du théorème précédent, comme g ∈ L1(R)∩L∞(R),
g ∈ Lp(R) pour tout p ∈ [1,+∞].

Ce théorème de décomposition permet de prouver le théorème suivant, affirmant que, sous
certaines hypothèses, un opérateur borné sur L2(R) est de type faible (1, 1).

Théorème 14. Soit T un opérateur borné sur L2(R) tel que, pour toute f ∈ L2(R) à support
compact, pour presque-tout x /∈ Supp(f), (Tf)(x) =

∫
RK(x − y)f(y)dy où K ∈ L1

loc(R∗)
satisfait (K2) avec constante B > 0. Alors :

∀f ∈ S (R),∀λ > 0, |{x ∈ R; |(Tf)(x)| > λ}| ≤ C

λ
‖f‖1

avec C = 4(1 +B + ‖T‖L2(R)→L2(R)).
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Démonstration. Soit f ∈ S (R), λ > 0. On peut supposer T non nul. On pose alors γ =
λ

2‖T‖L2(R)→L2(R)
.

• D’après le théorème de décomposition de Calderón-Zygmund, il existe (g, b) ∈ L1(R)2 véri-
fiant :
(i) |g| ≤ γ ;
(ii) b =

∑
Q∈B

11Qf , où B est une collection d’intervalles dyadiques disjoints ;

(iii) ∀Q ∈ B, γ < 1
|Q|

∫
Q
|f(x)|dx ≤ 2γ ;

(iv)

∣∣∣∣∣ ⋃Q∈B

Q

∣∣∣∣∣ < 1
γ
‖f‖1 ;

(v) f = g + b.
On note de plus, d’après la démonstration du théorème 13 que, pour tout Q ∈ B, Supp(g)∩Q =
∅. Posons alors : 

f1 = g +
∑
Q∈B

11Q
1
|Q|

∫
Q
f(x)dx

f2 = b−
∑
Q∈B

11Q
1
|Q|

∫
Q
f(x)dx =

∑
Q∈B

fQ

où, pour tout Q ∈ B, fQ = 11Q

(
f − 1

|Q|

∫
Q
f(x)dx

)
.

On a f1 + f2 = f et ‖f1‖∞ ≤ 2γ car, pour tout Q ∈ B, Supp(g) ∩Q = ∅. On a de plus :

‖f1‖1 ≤ ‖g‖1 +
∑
Q∈B

∫
Q

1

|Q|

∫
Q

|f(x)|dxdu = ‖g‖1 + ‖b‖1 = ‖f‖1

car Supp(g) ∩ Supp(b) = ∅, et :

‖f2‖1 =
∑
Q∈B

∫
Q

|fQ(x)|dx ≤
∑
Q∈B

(∫
Q

|f(x)|dx+ |Q| 1

|Q|

∫
Q

|f(x)|dx
)
≤ 2‖f‖1.

En particulier, f1 ∈ L2(R) et, d’après l’inégalité de Hölder, ‖f1‖2
2 ≤ ‖f1‖∞‖f1‖1 ≤ 2γ‖f‖1.

L’inégalité de Bienaymé-Tchebychev assure alors que :

|{x ∈ R; |Tf(x)| > λ}| ≤
∣∣∣∣{x ∈ R; |Tf1(x)| > λ

2

}∣∣∣∣+

∣∣∣∣{x ∈ R; |Tf2(x)| > λ

2

}∣∣∣∣
≤ 4

λ2
‖Tf1‖2

2 +

∣∣∣∣{x ∈ R; |Tf2(x)| > λ

2

}∣∣∣∣
≤ 4

λ2
‖T‖2

L2(R)→L2(R)‖f1‖2
2 +

∣∣∣∣{x ∈ R; |Tf2(x)| > λ

2

}∣∣∣∣
≤ 4

λ
‖T‖L2(R)→L2(R)‖f‖1 +

∣∣∣∣{x ∈ R; |Tf2(x)| > λ

2

}∣∣∣∣ .
• Pour tout Q ∈ B, on note Q∗ le dilaté de Q d’un facteur 2 (i.e si Q = [a − b, a + b] avec
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a ∈ R, b > 0, alors Q∗ = [a− 2b, a+ 2b]). On a alors, d’après l’inégalité de Markov :∣∣∣∣{x ∈ R; |Tf2(x)| > λ

2

}∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
{
x ∈

⋃
Q∈B

Q∗; |Tf2(x)| > λ

2

}∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣
{
x ∈ R \

(⋃
Q∈B

Q∗

)
; |Tf2(x)| > λ

2

}∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣ ⋃
Q∈B

Q∗

∣∣∣∣∣+
2

λ

∫
R\
( ⋃
Q∈B

Q∗

) |Tf2(x)|dx

≤ 4
∑
Q∈B

|Q|+ 2

λ

∑
Q∈B

∫
R\Q∗
|TfQ(x)|dx

≤ 4

λ
‖f‖1 +

2

λ

∑
Q∈B

∫
R\Q∗
|TfQ(x)|dx.

Soit Q ∈ B. On note yQ le centre de l’intervalle Q. On note que fQ ∈ L2(R) est à support
compact et que, pour tout x ∈ R \Q∗, x /∈ Supp(f) donc, pour tout x ∈ R \Q∗, on a :

(TfQ)(x) =

∫
R
K(x− y)fQ(y)dy =

∫
Q

K(x− y)fQ(y)dy =

∫
Q

(K(x− y)−K(x− yQ))fQ(y)dy

car
∫
Q
fQ(y)dy = 0, d’où :∫

R\Q∗
|TfQ(x)|dx ≤

∫
R\Q∗

∫
Q

|K(x− y)−K(x− yQ)||fQ(y)|dydx

FT
=

∫
Q

∫
R\Q∗
|K((x− yQ)− (y − yQ))−K(x− yQ)|dx|fQ(y)|dy

(K2)
≤ B

∫
Q

|fQ(y)|dy

≤ 2B

∫
Q

|f(y)|dy

grâce à la condition de Hörmander car, pour tout x ∈ R \Q∗, pour tout y ∈ Q, on a |x− yQ| >
2|y − yQ|.
On en déduit que, pour tout f ∈ S (R), pour tout λ ∈ R+∗, on a :

|{x ∈ R; |Tf(x)| > λ}| ≤ 4

λ
‖T‖L2(R)→L2(R)‖f1‖1 +

4

λ
‖f‖1 +

4B

λ

∑
Q∈B

∫
Q

|f(y)|dy

≤ C

λ
‖f‖1

avec C = 4(1 +B + ‖T‖L2(R)→L2(R)), ce qui assure le résultat.

Pour prouver le dernier théorème de cette sous-partie, le théorème de Calderón-Zygmund,
nous aurons besoin d’un résultat d’interpolation plus fin que ceux donnés dans la première
partie. Pour l’obtenir, on commence par appliquer le théorème d’interpolation de Marcinkiewicz
puis le théorème de Riesz-Thorin.

Lemme 12. Soient 1 < p < 2, T un opérateur linéaire de type (1, 1) avec constante A0 et de
L2(R) dans L2(R) avec norme A1.
Alors T définit un opérateur linéaire continu de Lp(R) dans lui-même avec une norme au plus

égale à C 1

(p−1)
1
p
A

2
p
−1

0 A
2− 2

p

1 , où C est une constante strictement positive.
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Démonstration. D’après le théorème 6, T définit un opérateur continu de L
p+1
2 (R) dans lui-

même avec :

A2 = ‖T‖
B

(
L
p+1
2 (R)

) ≤ 2

(
p+1

2
p+1

2
− 1

+
p+1

2

2− p+1
2

) 2
p+1

A

2
p+1−

1
2

1− 1
2

0 A

1− 2
p+1

1− 1
2

1

= 2

(
p+ 1

p− 1
+
p+ 1

3− p

) 2
p+1

A
3−p
p+1

0 A
2(p−1)
p+1

1 .

Appliquons désormais le théorème de Riesz-Thorin entre p+1
2

et 2.

On a 1
p

= 2θ
p+1

+ 1−θ
r
, avec θ =

1
p
− 1

2
2
p+1
− 1

2

= (2−p)(p+1)
p(3−p) .

D’après le théorème de Riesz-Thorin, T définit un opérateur continu de Lp(R) dans lui-même
avec :

Cp = ‖T‖B(Lp(R)) ≤ Aθ2A
1−θ
1

= 2θ
(
p+ 1

p− 1
+
p+ 1

3− p

) 2θ
p+1

A
2
p
−1

0 A
2− 2

p

1 .

Il suffit alors de montrer que la fonction f définie sur ]1, 2[ par :

∀x ∈]1, 2[, f(x) = 2θ(x)(x−1)
1
x

(
x+ 1

x− 1
+
x+ 1

3− x

) 2θ(x)
x+1

= 2θ(x)(x−1)
x−1

x(3−x)

(
x+ 1 +

x2 − 1

3− x

) 2θ(x)
x+1

avec θ(x) = (2−x)(x+1)
x(3−x)

, est bornée.
Or f est continue et admet des limites finies en 1 et 2 donc f est bornée, ce qui assure le
résultat.

Remarque 14. • Soit (Ω,F , µ) un espace mesurable. On note L0(Ω) l’ensemble des applica-
tions mesurables de (Ω,F , µ) dans (R,B(R)).
• Rappelons la définition suivante : si (fn)n∈N ⊂ L0(µ), f ∈ L0(µ), on dit que (fn)n∈N converge
en mesure vers f si, pour tout ε > 0, on a lim

n→+∞
µ(|fn − f | > ε) = 0.

• L’application d :

{
L0(µ)× L0(µ) → R
(f, g) 7→ inf{δ > 0;µ(|f − g| ≥ δ) ≤ δ} définit une métrique

sur L0(µ). De plus (L0(µ), d) est un espace métrique complet et (fn) converge en mesure vers
f si et seulement si lim

n→+∞
d(fn, f) = 0.

• Le lemme 7 reste vrai dans le cas de la convergence en mesure.

Théorème 15 (Calderón-Zygmund). Soient K ∈ L2(R), (B1, B2) ∈ (R+∗)2 tels que, pour tout
ξ ∈ R, |K̂(ξ)| ≤ B1 et K vérifie (K2) avec constante B2.

Posons TK :

{
L2(R) → L2(R)
f 7→

(
x 7→

∫
RK(x− y)f(y)dy

) .

Pour tout p ∈]1,+∞[, TK|S (R) s’étend en un opérateur borné sur Lp(R) avec

‖TK‖Lp(R)→Lp(R) ≤ C ′max

(
p,

1

p− 1

)
où C ′ = 32(1 +B2 +B1).
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Démonstration. Soit p ∈]1,+∞[. Commençons par voir que, d’après le théorème de Fourier-
Plancherel, pour toute f ∈ L2(R), on a :

‖TKf‖2 = ‖K̂ ∗ f‖2 = ‖K̂f̂‖2 ≤ B1‖f̂‖2 = B1‖f‖2.

• L’opérateur TK vérifie alors les hypothèses du théorème précédent, donc, pour tout f ∈ S (R),
pour tout λ > 0, on a :

|{x ∈ R; |TKf(x)| > λ}| ≤ C

λ
‖f‖1

avec C = 4(1 +B2 +B1).
Définissons alors l’opérateur TK sur L1(R). Soit f ∈ L1(R). Par densité de S (R) dans L1(R),
il existe (fn)n∈N ⊂ S (R) telle que lim

n→+∞
‖fn− f‖1 = 0. La suite (TKfn)n∈N est de Cauchy pour

la convergence en mesure donc, d’après la remarque précédente, (TKfn)n∈N converge en mesure.
On note TKf cette limite (on note qu’elle ne dépend pas de la suite (fn) ⊂ S (R) choisie). On a
ainsi étendu de façon linéaire la définition de l’opérateur TK à L1(R) et, pour toute f ∈ L1(R),
on a encore |{x ∈ R; |TKf(x)| > λ}| ≤ C

λ
‖f‖1 grâce à l’analogue du lemme 7.

• Supposons pour l’instant que 1 < p < 2. D’après le lemme 12, TK|S (R) s’étend en un opérateur
borné de Lp(R) dans lui-même avec :

‖TK‖Lp(R)→Lp(R) ≤
C1

(p− 1)
1
p

C
2
p
−1B

2− 2
p

1 ≤ C1C

p− 1

car 1 < p < 2 et B1 ≤ C, où C1 est une constante strictement positive.
• Supposons désormais p > 2. Notons q ∈]1, 2[ son exposant conjugué. L’opérateur TK est
un multiplicateur de Fourier de symbole Ǩ donc, d’après la proposition 5, TK s’étend en un
opérateur borné de Lp(R) dans lui-même et

‖TK‖Lp(R)→Lp(R) ≤
C1C

q − 1
=

(C1C)p

q
< (C1C)p.

On a donc bien le résultat.

2.3 Théorème de Mikhlin

Nous avons désormais tous les outils pour prouver le théorème de Mikhlin, énoncé ci-dessous,
donnant une condition suffisante pour qu’une fonction définisse un multiplicateur de Fourier.

Théorème 16 (Mikhlin). Soit p ∈]1,+∞[, m : R∗ → C bornée de classe C1, A > 0 tels que :

(H)

 sup
R>0

1
R

∫
R≤|ξ|≤2R

|m(ξ)|2dξ ≤ A2

sup
R>0

R
∫
R≤|ξ|≤2R

|m′(ξ)|2dξ ≤ A2 .

Alors Tm s’étend en un opérateur borné de Lp(R) dans lui-même et :

‖Tm‖Lp(R)→Lp(R) ≤ C(A+ ‖m‖∞) max

(
p,

1

p− 1

)
où C est une constante strictement positive.
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Démonstration. • Étape 1 : Décomposition dyadique de l’unité
Soit χ ∈ C∞(R,R) vérifiant χ ≡ 1 sur [−1, 1], χ ≡ 0 sur R\] − 2, 2[, 0 < χ(x) < 1 pour tout
x ∈]− 2,−1[∪]1, 2[.
Pour tout x ∈ R, on pose ψ(x) = χ(x)− χ(2x). Alors :

∀N ∈ N,∀x ∈ R,
N∑

j=−N

ψ(2jx) = χ(2−Nx)− χ(2N+1x)

donc, pour tout x ∈ R∗, lim
N→∞

N∑
j=−N

ψ(2jx) = 1.

On note que, pour tout j ∈ Z, Supp(ψ(2j·)) = [2−j−1, 2−j+1] ∪ [−2−j+1,−2−j−1] et que, pour
tout K ⊂ Rn \ {0} compact :

JK = Card{j ∈ Z; Supp(ψ(2j·)) ∩K 6= ∅} < +∞.

Ceci permet de définir correctement m =
∑
j∈Z

mj où, pour tout j ∈ Z, pour tout ξ ∈ R∗,

mj(ξ) = m(ξ)ψ(2−jξ). On pose également, pour tout j ∈ Z, Kj = m̌j.
• Étape 2 : ∃C1 > 0;∀j ∈ Z,

∫
R |Kj(x)|(1 + 2j|x|) 1

4dx ≤ C1A
Soit j ∈ Z. On a :∫

R
|Kj(x)|(1 + 2j|x|)

1
4dx =

∫
R
|Kj(x)|(1 + 2j|x|)(1 + 2j|x|)−

3
4dx

CS
≤
(∫

R
|Kj(x)|2(1 + 2j|x|)2dx

) 1
2
(∫

R
(1 + 2j|x|)−

3
2dx

) 1
2

avec : (∫
R
(1 + 2j|x|)−

3
2dx

) 1
2
u=2jx

=

(∫
R
(1 + |u|)−

3
2du

) 1
2

2−
j
2 = B12−

j
2

où 0 < B1 =
(∫

R(1 + |u|)− 3
2du
) 1

2
<∞, et :(∫

R
|Kj(x)|2(1 + 2j|x|)2dx

) 1
2

=

(∫
R
|Kj(x)|2(1 + 2j+1|x|+ 22j|x|2)dx

) 1
2

≤
√

2

(∫
R
|Kj(x)|2(1 + 22j|x|2)dx

) 1
2

≤
√

2

(
‖Kj‖2 + 2j

(∫
R
|Kj(x)|2|x|2dx

) 1
2

)
d’où, si l’on pose B2 =

√
2B1 :∫

R
|Kj(x)|(1+2j|x|)

1
4dx ≤ 2−

j
2B2

(
‖Kj‖2 + 2j

(∫
R
|Kj|2|x|2dx

) 1
2

)
FP
= 2−

j
2B2(‖mj‖2+2j‖m′j‖2).

Or, on a :

‖mj‖2
2 ≤

∫
2j−1≤|ξ|≤2j+1

|m(ξ)|2dξ =

∫
2j−1≤|ξ|≤2j

|m(ξ)|2dξ +

∫
2j≤|ξ|≤2j+1

|m(ξ)|2dξ

(H)
≤ 2j−1A2 + 2jA2 = 2j × 3

2
A2
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donc ‖mj‖2 ≤ 2
j
2

√
3
2
A et, de même, ‖m′j‖2 ≤ 2−

j
2

√
3
2
A.

On a finalement, pour tout j ∈ Z :∫
R
|Kj(x)|(1 + 2j|x|)

1
4dx ≤ 2−

j
2B2

(
2
j
2

√
3

2
A+ 2j2−

j
2

√
3

2
A

)

ce qui assure le résultat avec C1 =
√

6B2 > 0.
• Étape 3 : ∃C2 > 0;∀j ∈ Z, 2−j

∫
R
|K ′j(x)|(1 + 2j|x|) 1

4dx ≤ C2A
Soit j ∈ Z. Comme à l’étape 2, on a :

2−j
∫
R
|K ′j(x)|(1 + 2j|x|)

1
4dx ≤ 2−j2−

j
2B2

(
‖K ′j‖2 + 2j

(∫
R
|K ′j(x)|2|x|2dx

) 1
2

)
FP
= 2−j2−

j
2B2

(
‖ ·mj‖2 + 2j‖mj + ·m′j‖2

)
≤ 2−j2−

j
2B2

(
‖ ·mj‖2 + 2j‖mj‖2 + 2j‖ ·m′j‖2

)
avec 2j‖mj‖2 ≤ 2j2

j
2

√
3
2
A,
∫
R |x|

2|m′j(x)|2dx ≤ 4 × 22j‖m′j‖2
2 et

∫
R |x|

2|mj(x)|2dx ≤ 4 ×
22j‖mj‖2

2, donc :

2−j
∫
R
|K ′j(x)|(1 + 2j|x|)

1
4dx ≤ 2−j2−

j
2B2

(
2× 2j2

j
2

√
3

2
A+ 2j2

j
2

√
3

2
A+ 2× 2j2−

j
2

√
3

2
A

)

= 5

√
3

2
B2A

ce qui assure le résultat en posant C2 = 5
√

3
2
B2.

• Étape 4 : Condition de Hörmander : ∃C3 > 0; ∀y ∈ R∗,
∑
j∈Z

∫
|x|≥2|y| |Kj(x− y)−Kj(x)| ≤ C3A

Soit y ∈ R∗. Il existe k ∈ Z tel que 2−k ≤ |y| ≤ 2−k+1.
Puisque, pour tout (x, z) ∈ (R∗)2, si |x| ≥ 2|z|, alors |x| ≥ |z| et |x− z| ≥ |z|, on a :∑

j>k

∫
|x|≥2|y|

|Kj(x− y)−Kj(x)|dx ≤
∑
j>k

2

∫
|x|≥|y|

|Kj(x)|dx

≤
∑
j>k

2

∫
|x|≥|y|

|Kj(x)|(1 + 2j|x|) 1
4

(1 + 2j|y|) 1
4

dx

Étape 2
≤

(∑
j>k

2

(1 + 2j|y|) 1
4

)
× C1A

≤ C1A
∑
j>k

2

(1 + 2j−k)
1
4

≤ D1A
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avec D1 = 2C1

∞∑
j=1

1

2
j
4

, et :

∑
j≤k

∫
|x|≥2|y|

|Kj(x− y)−Kj(x)|dx ≤
∑
j≤k

∫
|x|≥2|y|

∫ 1

0

|yK ′j(x− ty)|dtdx

≤ 2−k+1
∑
j≤k

∫
|x|≥2|y|

∫ 1

0

|K ′j(x− ty)|dtdx

FT
= 2−k+1

∑
j≤k

∫ 1

0

∫
|x|≥2|y|

|K ′j(x− ty)|dxdt

≤ 2−k+1
∑
j≤k

∫ 1

0

∫
|x|≥2|y|

|K ′j(x− ty)|(1 + 2j|x− ty|)
1
4dxdt

≤ 2−k+1
∑
j≤k

∫ 1

0

∫
R
|K ′j(x)|(1 + 2j|x|)

1
4dxdt

Étape 3
≤ 2−k+1

∑
j≤k

2jC2A = D2A

où D2 = 2C2

∑∞
k=0

1
2j
<∞.

On a alors le résultat avec C3 = D1 +D2.
• Étape 5 : Si 2 ≤ p < ∞, l’ensemble A = {f ∈ S (R); Supp(f̂) ⊂ R∗ est compact} est dense
dans Lp(R)
Supposons pour cette étape que 2 ≤ p < +∞. Notons q ∈]1, 2] l’exposant conjugué de p.
Par densité de S (R) dans Lp(R), il suffit de montrer que A est dense dans (S (R), ‖.‖p). Soit
f ∈ S (R). Comme f̂ ∈ S (R) ⊂ Lq(R), il existe (gn) ⊂ C∞c (R∗) telle que lim

n→+∞

∥∥∥gn − f̂∥∥∥
q

= 0.

Or, pour tout n ∈ N, gn ∈ S (R) donc il existe fn ∈ S (R) telle que gn = f̂n. D’après le
corollaire 1, pour tout n ∈ N, on a alors :

‖fn − f‖p ≤ ‖f̂n − f̂‖q = ‖gn − f̂‖q −→
n→∞

0

ce qui assure la densité de A dans Lp(R).
• Étape 6 : Conclusion

Pour tout N ∈ N, on pose σN =
N∑

j=−N
mj et SN =

N∑
j=−N

Kj ∈ L1(R). Soit N ∈ N. On a :

‖σN‖∞ ≤ ‖m‖∞ et ŜN = σN donc, d’après le théorème de Fourier-Plancherel, on a :

∀f ∈ S (R), ‖TσNf‖2 = ‖SN ∗ f‖2 ≤ ‖m‖∞‖f‖2.

De plus, SN vérifie la condition de Hörmander avec constante C3A donc, d’après le théorème
de Calderón-Zygmund, pour tout N ∈ N, pour tout q ∈]1,+∞[ pour toute f ∈ S (R), on a :

‖TσNf‖q ≤ 32(1 + ‖m‖∞ + C3A) max

(
q,

1

q − 1

)
‖f‖q ≤ C4(A+ ‖m‖∞) max

(
q,

1

q − 1

)
‖f‖q

pour une certaine constante C4 > 0.
Supposons pour l’instant p ≥ 2. Pour toute f ∈ A, il existe N ∈ N tel que mf̂ = σNf et
Tmf = TσNf donc, pour toute f ∈ A, on a :

‖Tmf‖p ≤ C4(A+ ‖m‖∞) max

(
p,

1

p− 1

)
‖f‖p.
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L’étape 5 assure alors que le théorème de Mikhlin est démontré dans le cas où 2 ≤ p < +∞.
Montrons alors le résultat pour p ∈]1, 2[. Notons q son exposant conjugué. On a max

(
q, 1

q−1

)
≤

2 max
(
p, 1

p−1

)
car 1

q−1
= p

q
et q = p

p−1
≤ 2

p−1
donc, d’après la proposition 5, Tm s’étend en un

opérateur borné de Lp(R) dans lui-même avec :

‖Tm‖Lp(R)→Lp(R) ≤ C4(A+ ‖m‖∞) max

(
q,

1

q − 1

)
≤ 2C4(A+ ‖m‖∞) max

(
p,

1

p− 1

)
ce qui assure le résultat avec C = 2C4.

Ce théorème de Mikhlin fournit une condition suffisante pour qu’une fonction définisse
un multiplicateur de Fourier. Le théorème de multiplicateur de Marcinkiewicz en fournit une
autre. C’est ce théorème que nous allons démontrer dans la suite de ce mémoire. Pour cela,
commençons par énoncer quelques résultats concernant la transformée de Hilbert.

2.4 Transformée de Hilbert

Ce premier lemme justifie l’utilisation de la théorie de Calderón-Zygmund dans la suite de
cette partie.

Lemme 13. L’application K :

{
R∗ → R
x 7→ 1

πx

est un noyau de Calderón-Zygmund.

Démonstration. On note que K est localement intégrable sur R∗. Puisque (K1) et (K3) sont
claires, il suffit de montrer que (K2) est vérifiée. Soit y ∈ R∗. On a :

1

π

∫
|x|>2|y|

∣∣∣∣1x − 1

x− y

∣∣∣∣ dx =
|y|
π

∫
|x|>2|y|

1

|x||x− y|
dx ≤ 2|y|

π

∫
|x|>2|y|

1

x2
dx =

u= x
|y|

=
2

π

∫
|u|>2

1

u2
du

donc (K2) est vérifiée.

Définition 11. La transformée de Hilbert est l’opérateur de Calderón-Zygmund associée au
noyau K : x ∈ R∗ 7→ 1

πx
. On note H = TK.

On dispose d’une expression plus simple de la transformée de Hilbert, donnée par la propo-
sition ci-dessous.

Proposition 9. (i) Pour toute f ∈ S (R), on a :

∀ξ ∈ R, Hf(ξ) = (−i sgn f̂)∨(ξ).

Cette égalité permet de définir H sur L2(R).
(ii) H est une isométrie sur L2(R).

Démonstration. (i) • Commençons par montrer que, pour tout 0 < a < b < +∞, on a :∣∣∣∣∫ b

a

sin(x)

x
dx

∣∣∣∣ ≤ 4.
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Soit 0 < a < b < +∞. Si b ≤ 1, on a :∣∣∣∣∫ b

a

sin(x)

x
dx

∣∣∣∣ =

∫ b

a

sin(x)

x
dx ≤

∫ b

a

dx = b− a ≤ 1 ≤ 4.

Si a ≥ 1, on a :∣∣∣∣∫ b

a

sin(x)

x
dx

∣∣∣∣ IPP
=

∣∣∣∣∣
[
− cos(x)

x

]b
a

−
∫ b

a

cos(x)

x
dx

∣∣∣∣∣ ≤ 1

b
+

1

a
+

∫ +∞

1

1

x2
dx ≤ 3 ≤ 4

et si a ≤ 1 ≤ b, on a :∣∣∣∣∫ b

a

sin(x)

x
dx

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫ 1

a

sin(x)

x
dx

∣∣∣∣+

∣∣∣∣∫ b

1

sin(x)

x
dx

∣∣∣∣ ≤ 1 + 3 = 4

d’où le résultat.
• Montrons ensuite que, pour tout b ∈ R, on a

∫ +∞
−∞

sin(bx)
x

dx = π sgn(b). Si b = 0, le résultat
est immédiat. Soit donc b ∈ R∗.
Si b > 0, grâce à la parité de l’intégrande et au changement de variable u = bx, on obtient :∫ +∞

−∞

sin(bx)

x
dx = 2

∫ +∞

0

sin(u)

u
du = 2

π

2
= π sgn(b)

et, pour les mêmes raisons, si b < 0, on a :∫ +∞

−∞

sin(bx)

x
dx =

∫ −∞
+∞

sin(u)

u
du = −2

∫ +∞

0

sin(u)

u
= π sgn(b).

• Soit f ∈ S (R), ξ ∈ R. On a :

Hf(ξ) = H
ˆ̃̂
f(ξ)

= lim
ε→0

∫
|ξ−y|>ε

1

π(ξ − y)

ˆ̃̂
f(y)dy

= lim
ε→0

∫
1
ε
>|ξ−y|>ε

1

π(ξ − y)
ˆ̂
f(−y)dy

u=ξ−y
= lim

ε→0

∫
1
ε
>|u|>ε

1

πu

∫
R
f̂(t)e−2iπt(u−ξ)dtdu

= lim
ε→0

1

π

∫
R
f̂(t)e2iπtξ

∫
1
ε
>|u|>ε

sin(tu)

u
dudt par Fubini car f ∈ S (R).

Or f ∈ S (R) et, d’après ce qu’on a montré précédemment :

∀t ∈ R,

∣∣∣∣∣
∫

1
ε
>|u|>ε

sin(tu)

u
du

∣∣∣∣∣ = 2

∣∣∣∣∣
∫ |t|

ε

|t|ε

sin(x)

x
dx

∣∣∣∣∣ ≤ 8
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donc, d’après le théorème de convergence dominée :

Hf(ξ) = − i
π

∫
R
f̂(t)e2iπtξ lim

ε→0

∫
1
ε
>|u|>ε

sin(tu)

u
dudt

= − i
π

∫
R
f̂(t)e2iπtξπ sgn(t)dt

=

∫
R
−i sgn(t)f̂(t)e2iπξtdt

= (−i sgn f̂)∨(ξ)

d’où le résultat.
(ii) Pour toute f ∈ L2(R), par Fourier-Plancherel, on déduit de (i) que :

‖Hf‖2 = ‖ − i sgn f̂‖2 = ‖f̂‖2 = ‖f‖2

d’où le résultat.

Notations 4. Pour toute f ∈ L2(R), pour tout a ∈ R, on pose Daf = f(a·).

La proposition suivante fournit une caractérisation de la transformée de Hilbert :

Proposition 10. La transformée de Hilbert est, à un facteur multiplicatif près, l’unique mul-
tiplicateur de Fourier Tφ sur L2(R) vérifiant :

∀a ∈ R∗, TφDa = sgn(a)DaTφ (∗).

Démonstration. • Montrons que H vérifie (∗).
Pour tout a ∈ R−∗, pour toute f ∈ S (R), pour tout ξ ∈ R, on a :

HDaf(ξ) =

∫ +∞

−∞
−i sgn(t)D̂af(t)e2iπξtdt

=

∫ +∞

−∞
−i sgn(t)

(∫ −∞
+∞

f(u)e−2iπ t
a
udu

a

)
e2iπξtdt

y= t
a=

∫ −∞
+∞
−i(− sgn(y))

(
−
∫ +∞

−∞
f(u)e−2iπyudu

)
e2iπξaydy

= −
∫ +∞

−∞
−i sgn(y)f̂(y)e2iπy(aξ)dy

= sgn(a)DaHf(ξ).

Par densité de S (R) dans L2(R) et continuité des opérateurs H et Da, a ∈ R, sur L2(R), on
en déduit que, pour tout a ∈ R−∗, pour toute f ∈ L2(R), pour tout ξ ∈ R, on a :

HDaf(ξ) = sgn(a)DaHf(ξ).

De même, pour tout a ∈ R+∗, pour toute f ∈ L2(R), pour tout ξ ∈ R, on a :

HDaf(ξ) = sgn(a)DaHf(ξ)

45



donc H vérifie (∗).
• Soit Tφ ∈M2 vérifiant (∗).
Soit f ∈ L2(R), a ∈ R∗. On a vu dans le point précédent que :

∀y ∈ R, D̂af(y) = sgn(a)
1

a
f̂
(y
a

)
=

1

|a|
f̂
(y
a

)
.

Donc, par (∗), pour toute f ∈ L2(R), pour λ-presque-tout y ∈ R, on a :

φ(y)
1

|a|
f̂
(y
a

)
= T̂φDaf(y) = sgn(a)D̂aTφf(y) =

sgn(a)

|a|
T̂φf

(y
a

)
= sgn(a)φ

(y
a

) 1

|a|
f̂
(y
a

)
d’où, pour λ-presque-tout y ∈ R, φ(y) = sgn(a)φ

(
y
a

)
(∆).

Pour tout t ∈ R+∗, posons ψ(t) =
∫ t

0
φ(y)dy. Pour tout a > 0, pour tout t > 0, on a :

ψ(t) =

∫ t

0

φ(y)dy =

∫ t

0

sgn(a)φ
(y
a

)
dy

u=y/a
= a

∫ t
a

0

1× φ(u)du = aψ

(
t

a

)
.

En particulier, pour tout t ∈ R+∗, ψ(t) = tψ(1). Or, d’après le théorème de différentiation de
Lebesgue, ψ est dérivable et, pour λ-presque-tout y ∈ R+∗ :

φ(y) = ψ′(y) = sgn(y)ψ(1).

D’où, pour λ-presque-tout y ∈ R−∗ :

φ(y) = sgn(−1)φ(−y) = −ψ(1) = sgn(y)ψ(1)

ce qui assure que, pour λ-presque-tout y ∈ R, φ(y) = ψ(1) sgn(y), d’où le résultat.

Le résultat fondamental concernant la transformée de Hilbert est le suivant :

Théorème 17 (Riesz). Soit p ∈]1,+∞[. On a :

H ∈Mp et ‖H‖Lp(R)→Lp(R) ≤ C max

(
p,

1

p− 1

)
avec C > 0.

Démonstration. Comme H définit une isométrie sur L2(R), d’après la preuve du théorème
15, il suffit de montrer que H vérifie les hypothèses du théorème 14. Soit f ∈ L2(R) à support
compact. Soit (ρn)n∈N∗ une suite régularisante vérifiant, pour tout n ∈ N∗, Supp(ρn) ⊂

[
− 1
n
, 1
n

]
.

On sait que lim
n→+∞

‖f ∗ ρn− f‖2 = 0 donc, par continuité de H et d’après le théorème de Riesz-

Fischer, il existe une sous-suite (H(f ∗ρnk))k∈N∗ de (H(f ∗ρn))n∈N∗ vérifiant, pour presque-tout
x ∈ R :

lim
k→∞

H(f ∗ ρnk)(x) = H(f)(x).

Considérons x ∈ R vérifiant lim
k→∞

H(f ∗ ρnk)(x) = H(f)(x) et x /∈ Supp(f).
Comme d(x, Supp(f)) > 0 (car Supp(f) est fermé) et que, pour tout n ∈ N∗, on a :

Supp(f ∗ ρn) ⊂ Supp(f) +

[
− 1

n
,

1

n

]
,
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il existe k0 ∈ N∗ tel que, pour tout k ≥ k0, x /∈ Supp(f ∗ ρnk). Or, pour tout k ≥ k0, on a :∫
R

1

π(x− y)
11Ank0

(y)f ∗ ρnk(y)dy =

∫
R

1

π(x− y)
f ∗ ρnk(y)dy = H(f ∗ ρnk)(x) −→

n→∞
H(f)(x)

où Ank0 = Supp(f) +

[
− 1

nk0
,

1

nk0

]
.

Or y 7→ 1
π(x−y)

11Ank0
(y) ∈ L2(R) donc, par Cauchy-Schwarz, on a :

lim
k→∞

∫
R

1

π(x− y)
11Ank0

(y)f ∗ ρnk(y)dy =

∫
R

1

π(x− y)
f(y)dy

d’où, pour toute f ∈ L2(R) à support compact, pour presque-tout x /∈ Supp(f) :

H(f)(x) =

∫
R

1

π(x− y)
f(y)dy

ce qui conclut la preuve.

Remarque 15. On aurait pu appliquer le théorème de Mikhlin. En effet, la fonction m :{
R∗ → C
ξ 7→ −i sgn(ξ)

est bornée de classe C1 et, pour tout R > 0, on a :

1

R

∫
R≤|ξ|≤2R

|m(ξ)|2dξ ≤ 2

R
×R = 2

et :
R

∫
R≤|ξ|≤2R

|m′(ξ)|2dξ = 0 ≤ 2

donc vérifie les hypothèses du théorème de Mikhlin.

2.5 Théorie de Littlewood-Paley

En plus de la théorie de Calderón-Zygmund, nous allons utiliser la théorie de Littlewood-
Paley, développée par John Edensor Littlewood et Raymond Paley.

Lemme 14. Soit I =]a, b[ un intervalle non vide de R.
Pour tout p ∈]1,+∞[, ∆I s’étend en un opérateur borné de Lp(R) dans lui-même, avec :

‖∆I‖Lp(R)→Lp(R) ≤ C max

(
p,

1

p− 1

)
où C est une constante strictement positive.

Démonstration. Soit p ∈]1,+∞[. Pour tout θ ∈ R, pour toute f ∈ Lp(R), on pose Rθf : x ∈
R 7→ e2iπθxf(x).
Pour toute ξ ∈ R, 11I(ξ) = sgn(ξ−a)−sgn(ξ−b)

2
donc, pour toute f ∈ S (R), pour tout x ∈ R, on a :

∆If(x) =
1

2

∫
R

sgn(ξ − a)f̂(ξ)e2iπxξdξ − 1

2

∫
R

sgn(ξ − b)f̂(ξ)e2iπxξdξ

=
1

2

∫
R

sgn(ξ)f̂(ξ + a)e2iπaxe2iπxξdξ − 1

2

∫
R

sgn(ξ)f̂(ξ + b)e2iπbxe2iπxξdξ

=
i

2

∫
R
(−i) sgn(ξ) ̂(e−2iπa·f)(ξ)e2iπaxe2iπxξdξ − i

2

∫
R
(−i) sgn(ξ) ̂(e−2iπb·f)(ξ)e2iπbxe2iπxξdξ

=
i

2
(RaHR−a −RbHR−b)f(x).
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Or, pour tout θ ∈ R, Rθ est une isométrie de Lp(R) donc le théorème 17 assure le résultat.

2.5.1 Version annulaire lisse

La preuve du théorème de Littlewood-Paley pour des fonctions de Lp(R) requiert plusieurs
résultats intermédiaires. Commençons par introduire certaines notations.

Considérons ψ ∈ C∞c (R) telle que :
— Supp(ψ) ⊂

[
−4,−1

2

]
∪
[

1
2
, 4
]
;

— ψ ≡ 1 sur [−2,−1] ∪ [1, 2].
Pour tout j ∈ Z, posons ψj = ψ(2−j·) et, pour tout j ∈ Z, pour tout f ∈ S (R), on
note ∆̃jf := (ψj f̂)∨ = f ∗ ψ∨j . Puisque, pour tout j ∈ Z, pour toute f ∈ S (R), on a
‖∆̃jf‖p ≤ ‖f‖p‖ψ∨j ‖1, ∆̃j s’étend en un opérateur borné sur Lp(R) pour tout p ∈ [1,+∞[.

Pour toute f ∈ S (R), posons S̃f =

(∑
j∈Z

∣∣∣∆̃jf
∣∣∣2) 1

2

.

Avant d’obtenir une première version du théorème de Littlewood-Paley, prouvons le résultat
classique suivant :

Lemme 15 (Inégalités de Khintchine). Soit (εn)n∈N une suite de variables aléatoires indé-
pendantes et identiquement distribuées (iid) de loi de Rademacher sur un espace probabilisé
(Ω,A ,P).
Pour tout p ∈]0,+∞[, il existe des constantes Ap, Bp ∈ R+∗ telles que, pour tout N ∈ N∗, pour
tout (a1, · · · , aN) ∈ CN , on ait :

Ap

(
N∑
i=1

|ai|2
) 1

2

≤ E

(∣∣∣∣∣
N∑
i=1

aiεi

∣∣∣∣∣
p) 1

p

≤ Bp

(
N∑
i=1

|ai|2
) 1

2

.

De plus, pour p ≥ 2, on peut choisir Bp ≤
√
p.

Démonstration. Pour tout p ∈ [2,+∞[, on pose Ap = 1 et Bp =
√
p. Pour tout p ∈]0, 2[, on

pose Bp = 1 et Ap = B
− θ

1−θ
p , où θ ∈]0, 1[ est tel que 1

2
= 1−θ

p
+ θ

4
.

• Commençons par noter que, pour tout p ∈]0, 2[, pour tout N ∈ N∗, pour tout (a1, · · · , aN) ∈
CN :

E

(∣∣∣∣∣
N∑
i=1

aiεi

∣∣∣∣∣
p) 1

p

≤ E

∣∣∣∣∣
N∑
i=1

aiεi

∣∣∣∣∣
2
 1

2

= E

(
n∑
j=1

n∑
k=1

ajakεjεk

)

⊥
=

n∑
i=1

|ai|2E(ε2
j) +

n∑
i=1

∑
j∈[|1,n|]\{i}

aiajE(εi)E(εj)

= Bp

(
N∑
i=1

|ai|2
) 1

2

et :

∀p ∈]0, 2[,∀N ∈ N∗,∀(a1, · · · , aN) ∈ CN , Ap

(
N∑
i=1

|ai|2
) 1

2

= E

∣∣∣∣∣
N∑
i=1

aiεi

∣∣∣∣∣
2
 1

2

≤ E

(∣∣∣∣∣
N∑
i=1

aiεi

∣∣∣∣∣
p) 1

p

.
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• Soit p ∈ [2,+∞[. Il existe q ∈ N∗ \{1} tel que 2(q−1) ≤ p < 2q. Soit N ∈ N∗, (a1, · · · , aN) ∈
CN . Pour tout k ∈ [|1, N |], on note αk la partie réelle de ak et βk sa partie imaginaire. On pose :

X =
n∑
k=1

akεk et Y =
n∑
k=1

αkεk et Z =
n∑
k=1

βkεk.

Montrons que ‖Y ‖2q ≤
√
q‖Y ‖2. Par la formule du binôme généralisée, on a :

Y 2q =

(
N∑
n=1

αnεn

)2q

=
∑

(γ1,··· ,γN )∈[|0,2q|]N
γ1+···+γN=2q

(2q)!

γ1! · · · γN !
εγ11 · · · ε

γN
N αγ11 · · ·α

γN
N

Or, pour tout (γ1, · · · , γN) ∈ [|0, 2q|]N , par indépendance des variables aléatoires, on a :

E(εγ11 · · · ε
γN
N ) = E(εγ11 ) · · ·E(εγNN ) =

{
1 si tous les γi sont pairs
0 sinon

donc :

E(Y 2q) =
∑

(γ1,··· ,γN )∈[|0,q|]N
γ1+···+γN=q

(2q)!

(2γ1)! · · · (2γN)!
α2γ1

1 · · ·α
2γN
N

≤
∑

(γ1,··· ,γN )∈[|0,q|]N
γ1+···+γN=q

(2q)!

2γ1γ1! · · · 2γNγN !
α2γ1

1 · · ·α
2γN
N

=
(2q)!

2qq!

∑
(γ1,··· ,γN )∈[|0,q|]N
γ1+···+γN=q

q!

γ1! · · · γN !
(α2

1)γ1 · · · (α2
N)γN

=
(2q)!

2qq!

(
N∑
n=1

αn

)q

=
(2q) · · · (q + 1)

2q
E(Y 2)q

≤ (2q)q

2q
E(Y 2)q = qqE(Y 2)q

d’où ‖Y ‖2q ≤
√
q‖Y ‖2 ≤

√
p‖Y ‖2 car q ≤ p

2
+ 1 ≤ p. De même, ‖Z‖2q ≤

√
q‖Z‖2 ≤

√
p‖Z‖2.

On a alors :

‖X‖p = E
(

(|X|2)
p
2

) 1
p

= E
(

(Y 2 + Z2)
p
2

) 1
p

= ‖Y 2 + Z2‖
1
2
p
2

≤
(
‖Y 2‖ p

2
+ ‖Z2‖ p

2

) 1
2

=
(
‖Y ‖2

p + ‖Z‖2
p

) 1
2

≤
(
‖Y ‖2

2q + ‖Z‖2
2q

) 1
2 ≤

(
B2
p‖Y ‖2

2 +B2
p‖Z‖2

2

) 1
2

=
(
B2
p‖X‖2

2

) 1
2 = Bp‖X‖2

ce qui prouve l’inégalité de droite, le cas p ∈]0, 2[ ayant déjà été traité.

• Soit p ∈]0, 2|, N ∈ N∗, (a1, · · · , aN) ∈ CN . On pose X =
n∑
k=1

akεk. Seule l’inégalité Ap‖X‖2 ≤

‖X‖p reste à démontrer. Soit θ ∈]0, 1[ tel que 1
2

= 1−θ
p

+ θ
4
. D’après l’inégalité d’interpolation,

on a :
‖X‖2 ≤ ‖X‖1−θ

p ‖X‖θ4 ≤ ‖X‖1−θ
p Bθ

4‖X‖θ2

d’où ‖X‖2 ≤ B
θ

1−θ
4 ‖X‖p, i.e Ap‖X‖2 ≤ ‖X‖p, ce qui conclut la preuve.
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Proposition 11 (Littlewood-Paley). Soit p ∈]1,+∞[. Il existe Cp > 0 tel que :

∀f ∈ S (R), ‖S̃f‖p ≤ Cp max

(
p,

1

p− 1

)
‖f‖p.

Démonstration. Soit (εn)n∈Z une suite iid de variables aléatoires de loi de Rademacher. Pour
toute f ∈ S (R), pour tout N ∈ N, pour tout x ∈ R, pour tout ω ∈ Ω, on pose :

T̃Nω f(x) =
N∑

j=−N

εj(ω)∆̃f(x).

D’après le lemme 15, pour toute f ∈ S (R), pour tout N ∈ N∗, pour tout x ∈ R, on a :(
N∑

j=−N

|∆̃jf(x)|2
) p

2

≤ 1

Ap
E
(∣∣∣T̃N· f(x)

∣∣∣p)
donc, pour toute f ∈ S (R), on a :

‖S̃f‖pp =

∫
R

lim inf
N→∞

(
N∑

j=−N

|∆̃jf(x)|2
) p

2

dx

≤ 1

Ap

∫
R

lim inf
N→∞

E
(∣∣∣T̃N· f(x)

∣∣∣p) dx
≤ 1

Ap
lim inf
N→∞

∫
R
E
(∣∣∣T̃N· f(x)

∣∣∣p) dx par le lemme de Fatou

=
1

Ap
lim inf
N→∞

E
(∫

R

∣∣∣T̃N· f(x)
∣∣∣p dx) par Fubini-Tonelli.

Il suffit alors de montrer qu’il existe C > 0 tel que, pour tout N ∈ N∗, pour tout f ∈ S (R),
pour tout ω ∈ Ω, on a :

‖T̃Nω f‖Lp(R) ≤ C max

(
p,

1

p− 1

)
‖f‖Lp(R).

Soit N ∈ N∗, ω ∈ Ω. Posons mN
ω =

N∑
j=−N

εj(ω)ψj.

• mN
ω : R→ C est bornée de classe C1 avec ‖mN

ω ‖∞ ≤ 3.
• Pour tout j ∈ Z, Supp(ψj) ⊂ [−2j+2,−2j−1] ∪ [−2j−1, 2j+2].
Soit R > 0.
∗ Si 2N+2 ≤ R, alors 1

R

∫
R≤|ξ|≤2R

|mN
ω (ξ)|2dξ = 0 ;

∗ Si 2R ≤ 2−N−1, alors 1
R

∫
R≤|ξ|≤2R

|mN
ω (ξ)|2dξ = 0 ;

∗ Sinon, il existe j0 ∈ [| − N,N |] tel que 2j0 ≤ |ξ| ≤ 2j0+1. Comme, pour tout ξ ∈ R vérifiant
R ≤ |ξ| ≤ 2R, |mN

ω (ξ)| ≤ 3, on a :

1

R

∫
R≤|ξ|≤2R

|mN
ω (ξ)|2dξ ≤ 9× 1

R
× 2R = 18.

• Pour tout j ∈ Z, Supp(ψ′j) ⊂ [−2j+2,−2j+1]∪ [−2j,−2j−1]∪ [2j−1, 2j]∪ [2j+1, 2j+2], et, comme
précédemment, pour tout R > 0 :
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∗ Si 2N+2 ≤ R ou 2R ≤ 2−N−1, alors R
∫
R≤|ξ|≤2R

|(mN
ω )′(ξ)|2dξ = 0 ;

∗ Sinon, il existe j0 ∈ [| − N,N |] tel que 2j0 ≤ |ξ| ≤ 2j0+1. Comme, pour tout ξ ∈ R vérifiant
R ≤ |ξ| ≤ 2R, |(mN

ω )′(ξ)| ≤ 2(2−j0−1 + 2−j0+1) = 2−j0 × 5 ≤ 10
R
, on a :

R

∫
R≤|ξ|≤2R

|(mN
ω )′(ξ)|2dξ ≤ 100

R2
×R× 2R = 200.

Le théorème de Mikhlin assure alors le résultat.

2.5.2 Version non lisse

Utilisons ce résultat pour obtenir une version non lisse du théorème de Littlewood-Paley.

Pour tout j ∈ Z, notons Ij = [2j, 2j+1] ∪ [−2j+1,−2j] et ∆j = ∆Ij . On rappelle que, pour
tout j ∈ Z, ψj ≡ 1 sur Ij.

Pour toute f ∈ S (R), on pose Sf =

(∑
j∈Z
|∆jf |2

) 1
2

.

On admet le lemme suivant, qui nécessite une version vectorielle du théorème de Calderón-
Zygmund.

Lemme 16. Soit (fj)j∈Z ⊂ S (R), p ∈]1,+∞[. On a :∥∥∥∥∥∥
(∑
j∈Z

|∆jfj|2
) 1

2

∥∥∥∥∥∥
p

≤ C max

(
p,

1

p− 1

)∥∥∥∥∥∥
(∑
j∈Z

|fj|2
) 1

2

∥∥∥∥∥∥
p

où C est une constante strictement positive.

Théorème 18 (Littlewood-Paley). Soit p ∈]1,+∞[. Pour toute f ∈ S (R), on a :

‖f‖p

C max
(
p, 1

p−1

)2 ≤ ‖Sf‖p ≤ C max

(
p,

1

p− 1

)2

‖f‖p

où C est une constante strictement positive.

Démonstration. Pour tout j ∈ Z, pour toute f ∈ S (R), ∆̃jf ∈ S (R) et :

∆̂j∆̃jf = 11Ij
̂̃∆jf = 11Ijψj f̂ = ∆̂jf

donc, par injectivité de la transformée de Fourier, ∆j∆̃jf = ∆jf .
On en déduit, grâce au lemme 16 et à la proposition 11, qu’il existe C1 > 0 et C2 > 0 tels que,
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pour toute f ∈ S (R), on ait :

‖Sf‖p =

∥∥∥∥∥∥
(∑
j∈Z

|∆jfj|2
) 1

2

∥∥∥∥∥∥
p

=

∥∥∥∥∥∥
(∑
j∈Z

|∆j(∆̃jf)|2
) 1

2

∥∥∥∥∥∥
p

≤ C1 max

(
p,

1

p− 1

)∥∥∥∥∥∥
(∑
j∈Z

|∆̃jf |2
) 1

2

∥∥∥∥∥∥
p

≤ C1C2 max

(
p,

1

p− 1

)2

‖f‖p.

On pose C = 4C1C2. Il reste à montrer que, pour toute f ∈ S (R), on a :

‖f‖p

C max
(
p, 1

p−1

)2 ≤ ‖Sf‖p.

Soit f ∈ S (R). On note q l’exposant conjugué de p. Montrons que :

∀g ∈ S (R), ‖g‖q ≤ 1 =⇒ |〈f, g〉| ≤ C max

(
p,

1

p− 1

)2

‖Sf‖p.

Soit g ∈ S (R) vérifiant ‖g‖q ≤ 1. Comme les Ij, j ∈ Z, sont deux à deux disjoints, d’après le
théorème de Fourier-Plancherel, on a :

〈f, g〉 FP
= 〈f̂ , ĝ〉 =

∑
j∈Z

〈11Ij f̂ , 11Ij ĝ〉
FP
=
∑
j∈Z

〈∆jf,∆jg〉

donc :

|〈f, g〉| ≤
∑
j∈Z

‖|∆jf ||∆jg|‖1

=

∥∥∥∥∥∑
j∈Z

|∆jf ||∆jg|

∥∥∥∥∥
1

par Beppo-Lévi

≤ ‖|Sf ||Sg|‖1 par Cauchy-Schwarz
≤ ‖Sf‖p‖Sg‖q par Hölder

≤ C1C2 max

(
q,

1

q − 1

)2

‖g‖q‖Sf‖p par ce qui précède

≤ C max

(
p,

1

p− 1

)2

‖Sf‖p

ce qui assure le résultat.
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2.5.3 Version Lp(R)

On peut enfin montrer la version du théorème de Littlewood-Paley utilisée dans la preuve
du théorème de multiplicateur de Marcinkiewicz.

Théorème 19 (Littlewood-Paley). Soit p ∈]1,+∞[. Pour toute f ∈ Lp(R), on a :

‖f‖p

C max
(
p, 1

p−1

)2 ≤

∥∥∥∥∥∥
(∑
j∈Z

|∆jf |2
) 1

2

∥∥∥∥∥∥
p

≤ C max

(
p,

1

p− 1

)2

‖f‖p

où C est une constante strictement positive.

Démonstration. Soit f ∈ Lp(R). Il existe (fn)n∈N ⊂ S (R) vérifiant lim
n→+∞

‖f − fn‖p = 0.
• Soit N ∈ N∗. Commençons par montrer que :

lim
n→+∞

∥∥∥∥∥∥
(

N∑
j=−N

|∆jf |2
) 1

2

−

(
N∑

j=−N

|∆jfn|2
) 1

2

∥∥∥∥∥∥
p

= 0.

D’après la deuxième inégalité triangulaire et l’équivalence des normes en dimension finie, il
existe C ′ > 0 tel que, pour tout n ∈ N, on ait :(

N∑
j=−N

|∆jf |2
) 1

2

−

(
N∑

j=−N

|∆jfn|2
) 1

2

≤ C ′
N∑

j=−N

|∆jf −∆jfn|

donc : ∥∥∥∥∥∥
(

N∑
j=−N

|∆jf |2
) 1

2

−

(
N∑

j=−N

|∆jfn|2
) 1

2

∥∥∥∥∥∥
p

≤ C ′
N∑

j=−N

‖∆jf −∆jfn‖p −→
n→∞

0.

par continuité des ∆j, j ∈ [| −N,N |] sur Lp(R).
On en déduit que : ∥∥∥∥∥∥

(
N∑

j=−N

|∆jf |2
) 1

2

∥∥∥∥∥∥
p

= lim
n→+∞

∥∥∥∥∥∥
(

N∑
j=−N

|∆jfn|2
) 1

2

∥∥∥∥∥∥
p

.

• Or, d’après le théorème 18, il existe C > 0 tel que, pour tout n ∈ N, on ait :∥∥∥∥∥∥
(

N∑
j=−N

|∆jfn|2
) 1

2

∥∥∥∥∥∥
p

≤

∥∥∥∥∥∥
(∑
j∈Z

|∆jfn|2
) 1

2

∥∥∥∥∥∥
p

≤ C max

(
p,

1

p− 1

)2

‖fn‖p −→
n→∞

C max

(
p,

1

p− 1

)2

‖f‖p.

D’où, pour tout N ∈ N∗, on a :∥∥∥∥∥∥
(

N∑
j=−N

|∆jf |2
) 1

2

∥∥∥∥∥∥
p

≤ C max

(
p,

1

p− 1

)2

‖f‖p.
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• Comme le théorème de convergence monotone assure que :

lim
N→∞

∥∥∥∥∥∥
(

N∑
j=−N

|∆jf |2
) 1

2

−

(∑
j∈Z

|∆jf |2
) 1

2

∥∥∥∥∥∥
p

= 0

on en déduit que : ∥∥∥∥∥∥
(∑
j∈Z

|∆jf |2
) 1

2

∥∥∥∥∥∥
p

≤ C max

(
p,

1

p− 1

)2

‖f‖p.

• Montrons désormais l’autre inégalité. On note q l’exposant conjugué de p. Remarquons déjà
que :

{g ∈ Lq(R); ‖g‖q ≤ 1} ⊂

g ∈ Lq(R);

∥∥∥∥∥∥
(∑
j∈Z

|∆jg|2
) 1

2

∥∥∥∥∥∥
q

≤ 4C max

(
p,

1

p− 1

)2


car max

(
q, 1

q−1

)
≤ 2 max

(
p, 1

p−1

)
.

Soit g ∈ Lq(R). Montrons que :

〈f, g〉 =
∑
j∈Z

〈∆jf,∆jf〉.

Il existe (fn)n∈N ⊂ S (R), (gn)n∈N ⊂ S (R) telles que :

lim
n→+∞

‖f − fn‖p = 0 et lim
n→+∞

‖gn − g‖q = 0.

∗ On a vu dans la preuve du théorème 18 que, pour tout n ∈ N, on a :

〈fn, gn〉 =
∑
j∈Z

〈∆jfn,∆jgn〉;

∗ Par bilinéarité du crochet de dualité, lim
n→+∞

〈fn, gn〉 = 〈f, g〉 ;
∗ Pour tout N ∈ N∗, on a :

lim
n→+∞

∫
R

N∑
j=−N

|(∆jfn)(∆jgn)− (∆jf)(∆jg)|dλ = 0

donc, d’après le théorème de Beppo-Lévi, on a :

〈f, g〉 =
∑
j∈Z

〈∆jf,∆jg〉.
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• On en déduit que :

‖f‖p = sup

{∣∣∣∣∣∑
j∈Z

〈∆jf,∆jg〉

∣∣∣∣∣ ; g ∈ Lq(R), ‖g‖q ≤ 1

}
IT
≤ sup

{∫
R

∑
j∈Z

|∆jf(x)||∆jg(x)|dx; g ∈ Lq(R), ‖g‖q ≤ 1

}

CS
≤ sup


∫
R

(∑
j∈Z

|∆jf(x)|2
) 1

2
(∑
j∈Z

|∆jg(x)|2
) 1

2

dx; g ∈ Lq(R), ‖g‖q ≤ 1


Hölder
≤

∥∥∥∥∥∥
(∑
j∈Z

|∆jf |2
) 1

2

∥∥∥∥∥∥
p

sup


∥∥∥∥∥∥
(∑
j∈Z

|∆jg|2
) 1

2

∥∥∥∥∥∥
q

; g ∈ Lq(R), ‖g‖q ≤ 1


≤ 4C max

(
p,

1

p− 1

)2

∥∥∥∥∥∥
(∑
j∈Z

|∆jf |2
) 1

2

∥∥∥∥∥∥
p

ce qui assure le résultat.

2.6 Théorème de multiplicateur de Marcinkiewicz

Avant d’énoncer le théorème de multiplicateur de Marcinkiewicz, introduisons l’intégrale de
Bochner, qui permet d’intégrer des fonctions à valeurs dans un espace de Banach.

2.6.1 Intégrale de Bochner

Dans cette sous-partie, (Ω,Σ, µ) désigne un espace mesuré σ-fini complété et (X, ‖.‖) un
espace de Banach.

Définition 12. Soit f : Ω→ X une application.
• On dit que f est une fonction étagée s’il existe n ∈ N∗, (x1, · · · , xn) ∈ Xn, (A1, · · · , An) ∈ Σn

tels que f =
n∑
i=1

xi11Ai.

• On dit que f est une fonction mesurable s’il existe une suite (fn)n∈N∗ de fonctions étagées qui
converge µ-presque-partout vers f .

La première proposition ci-dessous affirme que cette définition de fonction mesurable coïn-
cide avec la définition habituelle lorsque l’espace de Banach X est séparable.

Proposition 12. Soit f : Ω→ X une application.
Cette application f est mesurable si et seulement si il existe g : Ω→ X vérifiant :
(i) f = g µ-presque-partout ;
(ii) pour tout sous-ensemble ouvert A de X, g−1(X) ∈ Σ ;
(iii) g(Ω) est un sous-ensemble séparable de X.

Démonstration. • Supposons f mesurable. Par définition, il existe une suite (fn)n∈N∗ de fonc-
tions étagées qui converge µ-presque-partout vers f . Notons g la limite simple de la suite
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(fn)n∈N∗ . On a f = g µ-presque-partout. Pour tout n ∈ N∗, on peut écrire :

fn =
kn∑
i=1

xni 11Ani .

Posons F =
⋃
n∈N∗

Vect{xni , 1 ≤ i ≤ kn} qui est dénombrable. On a alors g(Ω) ⊂ F , ce qui prouve

(iii).
Soit A un sous-ensemble ouvert de X. Montrons que g−1(A) ∈ Σ.
Posons F = X\A. Pour tout ω ∈ Ω, comme l’application x→ d(x, F ) est continue, on a :

g(ω) ∈ A⇔ ∃n ∈ N∗; d(g(ω), F ) ≥ 2−n

⇔ ∃n ∈ N∗; lim
k→∞

d(fk(ω), F ) ≥ 2−n

⇔ ∃n ∈ N∗,∃r ≥ 1,∃K ≥ 1;∀k ≥ K, d(fk(ω), F ) ≥ 2−n + 2−r

donc :
g−1(A) =

⋃
n≥1

⋃
r≥1

⋃
K≥1

⋂
k≥K

{ω ∈ Ω; d(fk(ω), F ) ≥ 2−n + 2−r}.

Il suffit alors de montrer que, pour tout k ∈ N∗, la fonction :{
(Ω,Σ) → (R,B(R))
ω 7→ d(fk(ω), F )

est mesurable. Soit k ∈ N∗. Or, la fonction :{
(Ω,Σ) → (X,B(X))
ω 7→ fk(ω)

est mesurable, et la fonction : {
(X,B(X)) → (R,B(R))
x 7→ d(x, F )

est continue donc mesurable, ce qui assure le résultat.
• Supposons qu’il existe g : Ω→ X vérifiant les points (i) à (iii).
∗ Commençons par supposer que µ(Ω) < +∞. Soit ε > 0. D’après (iii), il existe {xn, n ∈ N∗} ⊂
g(Ω) dense dans g(Ω), et, d’après (ii), pour tout n ∈ N∗, An = {ω ∈ Ω; ‖g(ω)− xn‖ < ε} ∈ Σ.

Posons B1 = A1 et, pour tout n ∈ N∗ \ {1}, Bn = An \
n−1⋃
k=1

Ak ∈ Σ. On note que
∞⋃
n=1

Bn = Ω

puisque {xn, n ∈ N∗} est dense dans g(Ω). Or on a supposé µ(Ω) < +∞ et les Bn, n ∈ N∗ sont
deux à deux disjoints donc il existe N ∈ N∗ tel que

∞∑
n=N+1

µ(Bn) ≤ ε.

On en déduit que, si h =
N∑
n=1

xn11Bn et E =
+∞⋃

n=N+1

Bn ∈ Σ, alors h est une fonction étagée,

µ(E) ≤ ε et ‖g − h‖ < ε sur Ω \ E.
∗ Traitons désormais le cas général. Comme (Ω,Σ, µ) est σ-fini, il existe une suite (Ωn)n∈N∗ ⊂ Σ

telle que Ω =
∞⋃
n=1

Ωn et, pour tout n ∈ N∗, µ(Ωn) < +∞. D’après ce qui précède, pour tout

n ∈ N∗, il existe En ∈ Σ et une fonction étagée hn tels que En ⊂ Ωn, µ(En) ≤ 2−n et
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‖g−hn‖ < 2−n sur Ωn\En. Posons alors, pour tout n ∈ N∗, Fn =
+∞⋃
k=n

Ek ∈ Σ et F =
⋂
n∈N∗

Fn ∈ Σ.

On note que µ(F ) = 0 et que, pour tout ω ∈ Ω \ F , on a :

‖hn(Ω)− g(ω)‖ ≤ 2−n −→
n→+∞

0

ce qui assure que f est mesurable car f = g µ-presque-partout.

On peut désormais définir les fonctions Bochner intégrables.

Définition 13. On dit qu’une fonction f : Ω → X est étagée et intégrable s’il existe n ∈ N∗,
(x1, · · · , xn) ∈ Xn et (A1, · · · , An) ∈ Σn tels que, pour tout i ∈ [|1, n|], µ(Ai) < +∞ et

f =
n∑
i=1

xi11Ai. On pose alors : ∫
Ω

fdµ =
n∑
i=1

µ(Ai)xi.

Remarque 16. On note que, pour toute fonction f : Ω→ X étagée et intégrable, on a :∥∥∥∥∫
Ω

fdµ

∥∥∥∥ ≤ ∫
Ω

‖f‖dµ.

Définition 14. On dit qu’une fonction mesurable f : Ω→ X est Bochner intégrable s’il existe
une suite (fn)n∈N∗ de fonctions étagées et intégrables telle que (fn)n∈N∗ converge vers f µ-
presque-partout et lim

n→+∞

∫
Ω
‖f − fn‖dµ = 0. On note alors f ∈ L1(Ω, X).

Par complétude de X, on note que la suite
(∫

Ω
fndµ

)
n∈N∗ converge vers une limite qui ne dépend

pas de la suite (fn)n∈N∗ choisie. On note alors :∫
Ω

fdµ = lim
n→+∞

∫
Ω

fndµ.

Remarque 17. Remarquons que, pour f : Ω → X Bochner intégrable, en passant à la limite
dans la remarque 16, on a : ∥∥∥∥∫

Ω

fdµ

∥∥∥∥ ≤ ∫
Ω

‖f‖dµ.

Le théorème suivant fournit une caractérisation simple des fonctions Bochner intégrables,
similaire à la définition des fonctions Lebesgue-intégrables.

Théorème 20. Soit f : Ω→ X une fonction mesurable.
La fonction f est Bochner intégrable si et seulement si

∫
Ω
‖f‖dµ <∞.

Démonstration. • Supposons
∫

Ω
‖f‖dµ <∞.

D’après le preuve de la proposition 12, il existe une suite (hn)n∈N∗ de fonctions étagées et
intégrables telle que (hn)n∈N∗ tend vers f µ-presque-partout. Pour tout n ∈ N∗, posons An =
{ω ∈ Ω; ‖hn(ω)‖ ≤ 2‖f(ω)‖} ∈ Σ et gn = hn11An . On note que (gn)n∈N∗ est une suite de
fonctions étagées et intégrables qui converge vers f µ-presque-partout. De plus, pour tout
n ∈ N∗, on a :

‖gn − g‖ ≤ ‖gn‖+ ‖f‖ ≤ 3‖f‖
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avec
∫

Ω
‖f‖dµ <∞ donc, d’après le théorème de convergence dominée :

lim
n→+∞

∫
Ω

‖gn − g‖dµ = 0

ce qui assure le résultat.
• Supposons f Bochner intégrable.
Par définition, il existe une suite (fn)n∈N∗ de fonctions étagées et intégrables telle que (fn)n∈N∗
converge vers f µ-presque-partout et lim

n→+∞

∫
Ω
‖f − fn‖dµ = 0.

Il existe donc N ∈ N∗ tel que
∫

Ω
‖f − fN‖ ≤ 1. On a alors :∫

Ω

‖f‖dµ ≤
∫

Ω

‖f − fN‖dµ+

∫
Ω

‖fN‖dµ ≤ 1 +

∫
Ω

‖fN‖dµ < +∞

ce qui assure que
∫

Ω
‖f‖dµ <∞.

2.6.2 Extensions vectorielles d’opérateurs de Lp(R) dans Lp(R)

Afin de prouver l’inégalité du corollaire 5 utilisée dans la preuve du théorème de Marcin-
kiewicz, montrons les résultats intermédiaires ci-dessous.

Lemme 17. Soit (Ω,A , µ) un espace mesuré σ-fini. On pose X = Lp(Ω, µ). Dans ce cas,
Lp(R, X) = Lp(R× Ω, λ⊗ µ).
Si T ∈ B(Lp(R)), alors l’opérateur :

T ⊗ IdX :

{
Lp(R)⊗X → Lp(R, X)∑m

j=1 fjxj 7→
∑m

j=1 T (fj)xj

s’étend en un opérateur borné de Lp(R, X) dans lui-même, et ‖T ⊗ IdX‖ = ‖T‖.

Démonstration. Cela découle du théorème de Fubini-Tonelli.
En effet, pour tout f =

m∑
j=1

fjxj ∈ Lp(R)⊗X, on a :

‖T (f)‖Lp(R,X) =

∫
R

∥∥∥∥∥
m∑
j=1

T (fj)(x)xj

∥∥∥∥∥
p

X

dx

 1
p

FT
=

(∫
Ω

∫
R

∣∣∣∣∣
m∑
j=1

T (fj)(x)xj(ω)

∣∣∣∣∣
p

dxdµ(ω)

) 1
p

=

∫
Ω

∥∥∥∥∥T
(

m∑
j=1

xj(ω)fj

)∥∥∥∥∥
p

Lp(R)

dµ(ω)

 1
p

≤

‖T‖p ∥∥∥∥∥
m∑
j=1

xj(ω)fj

∥∥∥∥∥
p

Lp(R)

dµ(ω)

 1
p

FT
= ‖T‖

∥∥∥∥∥
m∑
j=1

fjxj

∥∥∥∥∥
Lp(R,X)

d’où le résultat.
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Lemme 18. Soit p ∈ [1,+∞[. On note Lp([0, 1]) = Lp([0, 1],B([0, 1]), λ).
Il existe une isométrie linéaire de `2 dans Lp([0, 1]).

Démonstration. Soit (gn)n∈N, (g̃n)n∈N des variables iid de loi N
(
0, 1

2

)
. Posons :

G :

{
`2 → Lp([0, 1])
(λn = an + ibn)n∈N 7→ 1

αp

∑
n∈N an(gn + ig̃n)

, où αp = ‖g0‖p.

Soit (λn = an + ibn)n∈N ∈ `2, n ≥ m ≥ 0. On a :∥∥∥∥∥ 1

αp

n∑
k=m

(ak + ibk)(gk + ig̃k)

∥∥∥∥∥
p

=

∥∥∥∥∥ 1

αp

n∑
k=m

(akgk − bkg̃k + i(akg̃k + bkgk))

∥∥∥∥∥
p

Or, pour tout k ∈ N, akgk − bkg̃k + i(akg̃k + bkgk) suit une loi normale centrée et de variance :

σ2
k =

(
ak + ibk −bk + iak

)(1
2

0
0 1

2

)(
ak − ibk
−bk − iak

)
= |λk|2

d’où : ∥∥∥∥∥ 1

αp

n∑
k=m

(ak + ibk)(gk + ig̃k)

∥∥∥∥∥
p

=
1

αp

(
n∑

k=m

|λk|2
) 1

2

αp =

(
n∑

k=m

|λk|2
) 1

2

ce qui assure que G est bien définie et que c’est une isométrie puisqu’elle est linéaire.

Lemme 19. Soit H 6= {0} un espace de Hilbert, p ∈ [1,+∞[, T ∈ B(Lp(R)).
T ⊗ IdH s’étend en un opérateur borné sur Lp(R, H) et ‖T ⊗ IdH‖ = ‖T‖.

Démonstration. • Cas où H est séparable
On peut alors supposer H = `2. Notons G une isométrie linéaire de `2 dans Lp([0, 1]), donnée
par le lemme 18. On note encore G l’application G rendue surjective. Montrons que :

T ⊗ IdH = (IdLp(R) ⊗G−1) ◦ (T ⊗ ILp(R)) ◦ (IdLp(R) ⊗G).

Soit f =
m∑
k=1

fkxk ∈ Lp(R)⊗H. On a :

(IdLp(R) ⊗G−1) ◦ (T ⊗ ILp(R)) ◦ (IdLp(R) ⊗G)(f) = (IdLp(R) ⊗G−1)

(
m∑
k=1

T (fk)G(xk)

)

=
m∑
k=1

T (fk)xk

= (T ⊗ Id`2)

(
m∑
k=1

fkxk

)

ce qui assure l’égalité.
D’après le lemme 17, T ⊗ IdLp(R) est un opérateur borné donc il suffit de montrer que IdLp(R)⊗
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G−1 et IdLp(R) ⊗G sont des isométries.

Pour toute f =
m∑
k=1

fkxk ∈ Lp(R)⊗ `2, on a :

‖IdLp(R) ⊗G(f)‖Lp(R,Lp([0,1])) =

∫
R

∥∥∥∥∥
m∑
k=1

fk(t)G(xk)

∥∥∥∥∥
p

Lp([0,1])

dt

 1
p

=

∫
R

∥∥∥∥∥G
(

m∑
k=1

fk(t)xk

)∥∥∥∥∥
p

Lp([0,1])

dt

 1
p

=

(∫
R

∥∥∥∥∥
m∑
k=1

fk(t)xk

∥∥∥∥∥
p

`2

dt

) 1
p

car G est isométrique

=

∥∥∥∥∥
m∑
k=1

fkxk

∥∥∥∥∥
Lp(R,`2)

= ‖f‖Lp(R,`2)

donc IdLp(R) ⊗G est une isométrie.
De même, IdLp(R) ⊗ G−1 est une isométrie, ce qui assure le résultat dans le cas où H est
séparable.
• Cas général
Le premier cas assure que, pour tout sous-espace E ⊂ H séparable, T ⊗ IdE s’étend en un
opérateur borné sur Lp(R, E) avec ‖T ⊗ IdE‖ = ‖T‖, ce qui permet de conclure car, pour toute

f =
m∑
k=1

fkxk ∈ Lp(R)⊗H, l’espace Vect{xk, k ∈ [|1,m|]} est séparable.

On en déduit le résultat suivant pour les fonctions de Lp(R) ⊗ H, et nous admettons le
résultat dans le cas général.

Corollaire 5. Soit p ∈ [1,+∞[, T ∈ B(Lp(R)). Si H = L2(R, µ) où µ est une mesure σ-finie,
on a :

∀f ∈ Lp(R, H),

∥∥∥∥∥
(∫

R
|T (ft)|2dµ(t)

) 1
2

∥∥∥∥∥
Lp(R,λ)

≤ ‖T‖

∥∥∥∥∥
(∫

R
|ft|2dµ(t)

) 1
2

∥∥∥∥∥
Lp(R,λ)

où, pour tout t ∈ R, on a posé ft :

{
R → C
x 7→ (f(x))(t)

.

Démonstration. Faisons-le seulement pour f =
n∑
i=1

figi ∈ Lp(R) ⊗H. D’après le lemme 19, on
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a : ∥∥∥∥∥
(∫

R
|T (ft)|2dµ(t)

) 1
2

∥∥∥∥∥
Lp(R,λ)

=

∥∥∥∥∥∥∥
∫

R

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

T (fi)gi(t)

∣∣∣∣∣
2

dµ(t)

 1
2

∥∥∥∥∥∥∥
Lp(R,λ)

=

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

T (fi)gi

∥∥∥∥∥
Lp(R,H)

= ‖(T ⊗ IdH)(f)‖Lp(R,H)

≤ ‖T‖‖f‖Lp(R,H)

= ‖T‖

∥∥∥∥∥
(∫

R
|ft|2dµ(t)

) 1
2

∥∥∥∥∥
Lp(R,λ)

ce qui prouve l’inégalité dans le cas où f ∈ Lp(R)⊗H.

2.6.3 Théorème de Marcinkiewicz

On peut désormais prouver le théorème de multiplicateur de Marcinkiewicz.

Théorème 21 (Marcinkiewicz). Soit m ∈ L∞(R) tel que, pour tout j ∈ Z, m ∈ C1(] −
2j+1,−2j[∪]2j, 2j+1[). Pour tout j ∈ Z, notons Ij =]− 2j+1,−2j] ∪ [2j, 2j+1[.
Supposons qu’il existe une constante A > 0 telle que :

sup
j∈Z

∫
Ij

|m′(ξ)|dξ ≤ A.

Alors, pour tout p ∈]1,+∞[, m ∈Mp et il existe C > 0 tel que :

‖m‖Mp ≤ C(A+ ‖m‖∞) max

(
p,

1

p− 1

)6

.

Démonstration. Soit p ∈]1,+∞[.
• Commençons par montrer que, pour tout j ∈ Z, m admet des limites à gauche en −2j et 2j+1

et des limites à droite en −2j+1 et 2j.
Soit j ∈ Z. Montrons seulement que m admet une limite à droite en 2j, les autres cas se traitant
de même. Utilisons le critère de Cauchy. Soit (xn)n∈N ⊂]2j, 2j+1[ vérifiant lim

n→+∞
xn = 2j. Pour

tout (p, q) ∈ N2, on a :

|m(xp)−m(xq)| ≤
∫ 2j+1

2j
11{λxp+(1−λ)xq ,λ∈[0,1]}(t)|m′(t)|dt −→

n→∞
0

d’après le théorème de convergence dominée, donc m admet une limite à droite en 2j.
• Posons m+ = m11[0,+∞[, m− = m11]−∞,0[. On a m = m+ + m−. Pour tout j ∈ Z, posons
I+
j = [2j, 2j+1[. Soit j ∈ Z.
Puisque m est intégrable sur tout intervalle [2j, ξ], où ξ ∈ [2j, 2j+1[, on a :

∀ξ ∈ I+
j ,m(ξ) = m(2j) +

∫ ξ

2j
m′(t)dt.
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• Soit j ∈ Z, f ∈ S (R), ξ ∈ R. Montrons que :

m(ξ)f̂(ξ)11I+j (ξ) = m(2j)f̂(ξ)11I+j (ξ) +

∫ 2j+1

2j
f̂(ξ)11[t,+∞[(ξ)11I+j (ξ)m′(t)dt.

Si ξ /∈ I+
j , le résultat est immédiat. Supposons donc ξ ∈ I+

j . On a :

m(ξ)f̂(ξ)11I+j (ξ) = m(ξ)f̂(ξ) = m(2j)f̂(ξ) +

∫ ξ

2j
f̂(ξ)m′(t)dt

= m(2j)f̂(ξ)11I+j (ξ) +

∫ 2j+1

2j
f̂(ξ)11[t,+∞[(ξ)11I+j (ξ)m′(t)dt

d’où l’égalité.
• Montrons alors que, pour tout j ∈ Z, pour toute f ∈ S (R), on a :(

f̂11Ijm+

)∨
= m(2j)∆I+j

(f) +

∫ 2j+1

2j
∆[t,+∞[∆I+j

(f)m′(t)dt.

Soit j ∈ Z, f ∈ S (R). Pour tout x ∈ R, on a :(
f̂11Ijm+

)∨
(x) =

(
f̂m11I+j

)∨
(x)

=

∫
R

(
m(2j)f̂(ξ)11I+j (ξ) +

∫ 2j+1

2j
f̂(ξ)11[t,+∞[(ξ)11I+j (ξ)m′(t)dt

)
e2iπxξdξ

= m(2j)∆I+j
(f)(x) +

∫
R

∫ 2j+1

2j
f̂(ξ)11[t,+∞[(ξ)11I+j (ξ)m′(t)e2iπxξdtdξ.

Or, pour tout x ∈ R, par Fubini-Tonnelli, on a :∫
R

∫ 2j+1

2j

∣∣∣f̂(ξ)11[t,+∞[(ξ)11I+j (ξ)m′(t)e2iπxξ
∣∣∣ dtdξ =

∫ 2j+1

2j

(∫ 2j+1

t

|f̂(ξ)|dξ

)
|m′(t)|dt < +∞

donc, d’après le théorème de Fubini :(
f̂11Ijm+

)∨
(x) = m(2j)∆I+j

(f)(x) +

∫ 2j+1

2j

(
11[t,+∞[11I+j f̂

)∨
(x)m′(t)dt

= m(2j)∆I+j
(f)(x) +

∫ 2j+1

2j

(
11[t,+∞[∆̂I+j

(f)
)∨

(x)m′(t)dt

= m(2j)∆I+j
(f)(x) +

∫ 2j+1

2j

(
∆[t,+∞[∆I+j

f
)

(x)m′(t)dt

d’où le résultat.
• Pour tout j ∈ Z, pour toute f ∈ S (R), comme |m′| 12 ∈ L2(]2j, 2j+1[), l’inégalité de Cauchy-
Schwarz assure que :∣∣∣∣(f̂11Ijm+

)∨∣∣∣∣ ≤ ‖m‖∞|∆I+j
(f)|+

(∫ 2j+1

2j
|m′(t)|

) 1
2
(∫ 2j+1

2j

∣∣∣∆[t,+∞[∆I+j
f
∣∣∣2 |m′(t)|dt) 1

2

≤ ‖m‖∞|∆I+j
(f)|+

√
A

(∫ 2j+1

2j

∣∣∣∆[t,+∞[∆I+j
f
∣∣∣2 |m′(t)|dt) 1

2

.
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On obtient alors (en prenant la norme de `2(Z)), pour toute f ∈ S (R) :(∑
j∈Z

∣∣∣∣(f̂11Ijm+

)∨∣∣∣∣2
) 1

2

≤ ‖m‖∞

(∑
j∈Z

∣∣∣∆I+j
f
∣∣∣2) 1

2

+
√
A

(∑
j∈Z

∫ 2j+1

2j

∣∣∣∆[t,+∞[∆I+j
f
∣∣∣2 |m′(t)|dt) 1

2

= ‖m‖∞

(∑
j∈Z

∣∣∣∆I+j
f
∣∣∣2) 1

2

+
√
A

(∫ +∞

0

∣∣∣∆[t,+∞[∆I+blog2(t)c
f
∣∣∣2 |m′(t)|dt) 1

2

(1).

Notons que, pour tout j ∈ Z, pour toute f ∈ S (R), on a :

∆I+j
f =

(
f̂11I+j

)∨
=
(
f̂11]0,+∞[11Ij

)∨
=

(((
f̂11]0,+∞[

)∨)∧
11Ij

)∨
= ∆Ij(f+)

où f+ = ∆]0,+∞[f .
• D’après le théorème 19, il existe C ′ > 0 tel que, pour toute f ∈ S (R), on a :∥∥∥∥∥∥
(∑
j∈Z

∣∣∣∆I+j
f
∣∣∣2) 1

2

∥∥∥∥∥∥
p

≤ C ′max

(
p,

1

p− 1

)2

‖f+‖p

=
C ′

2
max

(
p,

1

p− 1

)2

‖(Id+ iH)(f)‖p

≤ C ′

2
max

(
p,

1

p− 1

)2

C ′′max

(
p,

1

p− 1

)
‖f‖p =

C ′C ′′

2
max

(
p,

1

p− 1

)3

‖f‖p

la dernière inégalité venant du théorème 17.
• Soit f ∈ S (R). Essayons de majorer la quantité :∥∥∥∥∥

(∫ +∞

0

∣∣∣∆[t,+∞[∆I+blog2(t)c
f
∣∣∣2 |m′(t)|dt) 1

2

∥∥∥∥∥
p

.

Pour tout t ∈ R+∗, on a :∣∣∣∆[t,+∞[∆I+blog2(t)c
f
∣∣∣ =

∣∣∣∣12(Rt(Id+ iH)R−t)
(

∆I+blog2(t)c
f
)∣∣∣∣ =

1

2

∣∣∣(Id+ iH)
(
R−t∆I+blog2(t)c

f
)∣∣∣ .

Appliquons le corollaire 5. On pose T = 1
2
(Id + ih) ∈ B(Lp(R)). La mesure µ = 11R+∗|m′(t)|dt

est σ-finie. Posons alors :

g :


R → L2(R, µ)

x 7→

{
R → C
t 7→ R−t∆I+blog2(t)c

(f)(x)
.

Montrons que g est bien définie et que g ∈ Lp(R, L2(R, µ)).
Pour presque-tout x ∈ R, on a :∫

R
|g(x)(t)|2dµ(t) =

∫ +∞

0

∣∣∣R−t∆I+blog2(t)c
(f)(x)

∣∣∣2 |m′(t)|dt
=
∑
j∈Z

∫ 2j+1

2j

∣∣∣∆I+j
(f)(x)

∣∣∣2 |m′(t)|dt
≤ A

∑
j∈Z

∣∣∣∆I+j
(f)(x)

∣∣∣ < +∞
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donc g est bien définie et, comme :∥∥∥∥∥∥
(∑
j∈Z

∣∣∣∆I+j
f
∣∣∣2) 1

2

∥∥∥∥∥∥
p

≤ C ′C ′′

2
max

(
p,

1

p− 1

)3

‖f‖p

on a g ∈ Lp(R, L2(R, µ)) avec :

‖g‖Lp(R,L2(R,µ)) ≤
C ′C ′′

√
A

2
max

(
p,

1

p− 1

)3

‖f‖p.

Comme ‖T‖ ≤ C′

2
max

(
p, 1

p−1

)
, le corollaire 5 assure que, pour toute f ∈ S (R), on a :∥∥∥∥∥

(∫ +∞

0

∣∣∣∆[t,+∞[∆I+blog2(t)c
f
∣∣∣2 |m′(t)|dt) 1

2

∥∥∥∥∥
p

≤ C ′′

2
max

(
p,

1

p− 1

)
C ′C ′′

√
A

2
max

(
p,

1

p− 1

)3

‖f‖p

=

√
AC ′C ′′2

4
max

(
p,

1

p− 1

)4

‖f‖p.

On déduit alors par (1) que, pour toute f ∈ S (R) :∥∥∥∥∥∥
(∑
j∈Z

∣∣∣∣(f̂11Ijm+

)∨∣∣∣∣2
) 1

2

∥∥∥∥∥∥
p

≤ ‖m‖∞
C ′C ′′

2
max

(
p,

1

p− 1

)3

‖f‖p +
√
A

√
AC ′C ′′2

4
max

(
p,

1

p− 1

)4

‖f‖p

≤ C̃(A+ ‖m‖∞) max

(
p,

1

p− 1

)4

‖f‖p

où C̃ = C′C′′

2

(
1 + C′′

2

)
, car max

(
p, 1

p−1

)
≥ 1.

• D’après le théorème 19, il existe C1 > 0 tel que pour toute f ∈ S (R), on ait :∥∥∥∥(f̂m+

)∨∥∥∥∥
p

≤ C1 max

(
p,

1

p− 1

)2

∥∥∥∥∥∥
(∑
j∈Z

∣∣∣∣(f̂11Ijm+

)∨∣∣∣∣2
) 1

2

∥∥∥∥∥∥
p

≤ C1C̃(A+ ‖m‖∞) max

(
p,

1

p− 1

)6

‖f‖p

= C2(A+ ‖m‖∞) max

(
p,

1

p− 1

)6

‖f‖p.

si C2 = C1C̃.
De même, il existe C3 > 0 tel que, pour toute f ∈ S (R), on ait :∥∥∥∥(f̂m−)∨∥∥∥∥

p

≤ C3(A+ ‖m‖∞) max

(
p,

1

p− 1

)6

‖f‖p.

On pose alors C = C2 + C3 et on en déduit que, pour toute f ∈ S (R), on a :

‖Tmf‖p =

∥∥∥∥(f̂m+

)∨
+
(
f̂m−

)∨∥∥∥∥
p

≤ C(A+ ‖m‖∞) max

(
p,

1

p− 1

)6

‖f‖p.

ce qui conclut.
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