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Introduction

Les multiplicateurs de Fourier, utilisés par exemple en théorie du signal, sont des opérateurs
qui agissent sur une fonction en modifiant sa transformée de Fourier, plus précisément en la
multipliant par une fonction spécifique, appelée multiplicateur ou symbole de Fourier.
Certaines applications fréquemment utilisées, comme les translations, sont des exemples simples
de multiplicateurs, la transformée de Hilbert et la projection de Riesz fournissant des exemples
plus élaborés.

La théorie générale des multiplicateurs de Fourier peut se faire sur des groupes topologiques
abéliens localement compacts mais nous nous restreindrons aux cas du tore et de la droite réelle
dans ce mémoire.

De nombreuses questions naturelles dans ce domaine restent ouvertes, comme la caractérisation
des multiplicateurs de Fourier des espaces LP, p €1, +0o[\{2}. Les cas p =2 et p =1, et donc
p = +oo car les multiplicateurs de Fourier de LP sont les mémes que ceux de L? si on note
q 'exposant conjugué de p, sont les seuls pour lesquels le probléme de la caractérisation est
résolu, le cas p = 2 étant le plus simple car toute fonction mesurable bornée s’avére étre un
multiplicateur de Fourier de L2.

Ce mémoire est découpé en deux parties. La premiére est consacrée a 1’étude des multipli-
cateurs de Fourier sur le tore, la deuxiéme a 1’étude de ces mémes multiplicateurs sur la droite
réelle.

Nous donnerons en particulier une caractérisation des opérateurs de LP commutant avec les
translations et nous expliciterons les multiplicateurs de Fourier de L' (et L*°) et L%

Plus précisément, dans la premiére partie, aprées avoir introduit le vocabulaire et donné quelques
résultats principaux concernant les multiplicateurs de Fourier du tore, nous nous intéresserons
a deux multiplicateurs importants, la transformée de Hilbert et la projection de Riesz. Pour
cela, nous démontrerons deux théorémes d’interpolation, les théorémes de Riesz-Thorin et de
Marcinkiewicz. L’étude de ces multiplicateurs nous permettra d’en savoir plus sur les espaces
LP(T), p > 1, ainsi que sur la convergence des séries de Fourier dans ces mémes espaces.

Le début de la deuxiéme partie sera consacré a la preuve de quelques résultats généraux concer-
nant les multiplicateurs de Fourier sur la droite réelle. Nous montrerons ensuite deux théorémes
donnant une condition suffisante pour que des opérateurs soient des multiplicateurs de Fou-
rier : le théoréme de Mikhlin et le théoréme de multiplicateur de Marcinkiewicz. Pour cela,
nous aurons besoin des théories de Calderon-Zygmund et de Littlewood-Paley. Nous montre-
rons également que la transformée de Hilbert est un multiplicateur de Fourier de LP(R), lorsque
p €]1, +o0.



1 Multiplicateurs de Fourier sur le tore

1.1 Définitions et premiéres propriétés

Avant d’énoncer les premiers résultats, introduisons quelques notations et définissons les
multiplicateurs de Fourier sur le tore.

Pour tout p € [1,400], on considére LP(T) muni de la norme

1
27 p@); .
Il ={ (BTIIR)" sip<oo
Supess(f) si p = +oo

R — C

by et Notons P = Vect{e,,n € Z} I'ensemble

Pour tout n € Z, on pose ¢, : {

des polynémes trigonométriques, et rappelons que, pour tout p € [1,4o0], PH'HP = L*(T),
7—)|I-IIoo — %(T).

Pour tout f € LY(T), pour tout n € Z, on définit f(n) = 027r f(t)e=™ 4L Notons également Py
Iensemble des polynémes trigonométriques & valeurs réelles et P+ Pensemble des polynomes
trigonométriques a valeurs réelles positives.

LP(T)
f

¢
f(n)

— C L
Notons que, pour tout n € Z, pour tout p € [1, 4+00], { . est une forme linéaire

continue sur LP(T).
Pour tout p € [1,400], définissons désormais 'espace de Hardy du tore par :

~

H,(T) = {f € L’(T);¥n < 0, f(n) = 0}

qui est un sous-espace vectoriel fermé de LP(T).

Définition 1. Soit p € [1,4+00[, m : Z — C une application. On pose :

P - P A
Tm:{f = 2 m(n)f(n)en

neL

et on dit que T : L*(R) — LP(R) est un multiplicateur de Fourier (borné) de LP(T), de symbole
m, si T est le prolongement continu de T,, a LP(T).

Les applications citées ci-dessous, et couramment utilisées en analyse de Fourier, sont des
multiplicateurs de Fourier.

LP(T) — L»(T)
SIS e f(—s)
par s est un multiplicateur de Fourier de symbole (") ,ez ;

P - P
N
fo= 2 f(nen
k=—N

Exemples. o Soit s € T, p €]1,4+00][. L’application T : { de translation

e Soit N € N. L’application Sy : s’étend en un multiplicateur de

Fourier de symbole (1j_n, njj(n))nez-



On note qu’un multiplicateur de Fourier commute avec les translations. Le théoréme suivant
affirme que la réciproque est vraie.

Théoréme 1. Soit (p,q) € [1,+o0], T : LP(T) — LYT) un opérateur linéaire continu qui
commute avec les translations.

Alors il existe une suite bornée (A, )mez telle que, pour tout f € €(T) dont la série de Fourier
converge normalement (dans LP(T) ), pour tout x € T, on ait :

= Z am f (m)e™®.

De plus, on a : ||(am)mezlloo < |7 o) Lacm)-

Démonstration. Puisque T' commute avec les translations, pour tout h € T, pour tout m € Z,
pour presque-tout x € T, on a :

T(ew)(x —h) =10 T(em)(x) = T(mnlen))(x) = e ™ T (e,,)(x).

On en déduit, par dénombrabilité de Z, que, pour tout h € T, il existe un ensemble mesurable
Fj, tel que A(Fy,) = 27 et :

Vo € Fy,Ym € Z,T(e,,)(x — h) = e ™ T(e,,) ().
Pour tout x € T, l'ensemble {h € T;z € F,} est mesurable d’aprés le théoréme de Fubini-

Tonelli donc on peut définir D(z) = 2 ({h € T;z € F},}).
On note que, pour tout x € T, D(z) < 1 et :

/T o / / Lkeraery (R)AA(h)dA(x)

—//]l{ke']f;wepk}(h)d)\(x)d)\(h) par Fubini-Tonelli
T JT

A dX
= | —(F h
[ (Fg )
[
T 2T

=1

donc D = 1 A-presque-partout d’oun 'existence d'un z € T tel que D(xy) = 1.
Donc, pour presque-tout h € T, pour tout m € Z :

T(em)(zo — h) = e ™ "T(e)(20)
d’ou, pour presque-tout x € T, pour tout m € Z, on a :
T(em)(w) = e ™ T (e,)(w0) = ame™ 0l 4y = €T (e,) (o)

i.e pour tout m € Z, T(e,,) = amen, A-presque-partout.
On a alors :

Vm € Z, |am| = [lamem|ly = | T(em)llq < T oy —acm lemlly = T Lo (r)—La(r)



d’ou (am)mEZ € goo avec ”(am)mEZHoo S HT||LP(T)~>L‘1('H‘)-
De plus, comme pour tout m € Z, T(e;,) = amen A-presque-partout, pour tout f € P, on a

T(f)= > amf(m)em

meZ
Pour toute f € €(T) dont la série de Fourier converge normalement dans L?(T), par continuité

de T, on a donc :

N

S anfmes = lim 3 aufnjen = Jim T(Sx(f) =T (Jim Sx(£)) = 7(/)
nez n=—N
toutes les limites étant considérées dans LP(T). On a donc bien le résultat. ]

Une corollaire direct de ce théoréme est la proposition suivante, qui justifie qu’on ne consi-
dére que des fonctions bornées sur Z par la suite.

Proposition 1. Soit m : Z — C une application.
S’il eziste p € [1,4+00] tel que T,, soit un multiplicateur borné de LP(T) dans lui-méme, alors

(m(n))nez € oo

Démonstration. Il suffit de remarquer qu’un multiplicateur de Fourier borné commute avec les
translations. O]

Remarque 1. On pourrait montrer, comme on le fera dans le cas réel, que, si p €]1,400] et
q est son exposant conjugué, les multiplicateurs de LP(T) sont les mémes que ceux de LI(T).

Bien qu’on ne connaisse pas de caractérisation des multiplicateurs de Fourier dans le cas
général, on connait parfaitement ceux de L*(T), qui sont les plus simples, et ceux de L'(T). En
effet, on a les théorémes suivants :

Théoréme 2. Soit m : Z — C une application.
T, est un multiplicateur borné de L*(T) dans lui-méme si et seulement si (m(n))nez € loo

Démonstration. =. Supposons que T}, soit un multiplicateur borné¢ de L*(T) dans lui-méme.
La proposition 1 assure que (m(n))nez € o

<. Supposons que (m(n))nez € oo

Pour tout f € P, d’aprés la formule de Parseval, on a :

1T (113 = D Im(n) f () < [[(m(n)aezli3 Y 1F(n) m(n))nezll2 /113

neL ne”Z

donc T}, s’é¢tend en un opérateur continu de L*(T) dans lui-méme, encore noté T, et || T r2(m)— 2201y <
1(m(n))nezloo- 0

Remarque 2. En reprenant les notations du théoreme précédent, la preuve du théoréeme 1
donne :

| Tl L2(my— L2(my = [[(M(1) )nez||oo-

On note (Mg(T), ||.|[rv) espace des mesures de Radon sur le tore T muni de la norme de
variation totale. On rappelle que, d’aprés le théoréme de Riesz, I'application suivante :

J { (Mg(T), || |lzv) — C(T)
o = (f e Jp fdp)

est une isométrie linéaire surjective.
Commengons par définir les objets suivants :



Définition 2. e Pour toute mesure yu € Mg(T), pour tout n € Z, on définit :

1 ot
(n) = — [ e "™ du(t).
i) = 5= [ €t
e Pour toute mesure p € Mpg(T), pour toute fonction f € L'(T), on note f * u € Mpg(T) la
mesure admettant pour densité la fonction définie presque partout par la formule :

hx) = / F( — )du(t).

Avant d’énoncer la caractérisation des multiplicateurs de Fourier bornés de hl donnons
)
la proposition suivante, sans en donner la preuve :

Proposition 2. Soit f € L}(T), u € Mg(T). On a :

(1) pour tout n € Z, m(n) = f(n)p(n) ;
(17) si on associe f* p a sa fonction de densité : || f * plli < || fll1||wllrv-

Théoréme 3. Soit (m(n))nez € loo-
Ty : LY(T) — LY(T) est borné si et seulement si il existe p € Mg(T) telle que, pour tout n € Z,
m(n) = fi(n).

Démonstration. =. Supposons T, : L'(T) — L'(T) borné.

Pour tout r € [0, 1, on pose ¢(r) = 3. r"lm(n)e, € L*(T) (la série étant absolument conver-
nez
gente dans l'espace de Banach L'(T)).

Pour tout r € [0, 1[, notons P, = 3" r/"le, le noyau de Poisson. Pour tout r € [0, 1], la sé-
nez

rie définissant P, est absolument convergente dans L'(T) et T, est continue donc, pour tout
r€[0,1], on a: T,,(P,) = o(r). Soit (r)ren € [0, 1[N vérifiant klim rr = L.
—00

Pour tout k£ € N, notons p,, € Mg(T) la mesure de densité de ¢(ry) par rapport a la mesure
de Haar sur le tore. Pour tout f € C(T), ona: [; fgo(rk)% = [, fdu,, avec

i lzv = lle(ra)lly = 1T (B )l < N Tnlll[ Prills = 1 Tonl-

Or X = C(T) est séparable car T est compact donc, d’aprés le théoréme de Banach-Alaoglu,
(Bx+,0(X*, X)) est un compact métrisable, ce qui assure, grace au théoréme de Riesz, qu’il
existe une mesure p € Mpg(T) et une sous-suite (ry;)jen de (7)ren telles que :

¥ € ), [ S, — [ fdpet lulev < 1Tl
T J=oo Jr

En particulier, pour tout n € Z, on a :

dA n
a(n) = /endu = lim [ e_pdp,, = lim [ e_,p(ry,)— A2V im rL,lm(n) =m(n).
T j=oo Jr i j—oo Jp 21 oo
<. Supposons qu’il existe p € Mg(T) telle que, pour tout n € Z, on ait m(n) = fi(n).
Pour toute f € P, on a :

1T (Al = | Y Fam)en| = || Frumen|| = I1Fplly < Il llullry.
nez 1 nez 1
donc T,,, : LY(T) — L*(T) est borné. O



Enoncons désormais un résultat donnant une condition nécessaire et suffisante pour avoir la
converge dans LP(T), p € [1,+oo[ des séries de Fourier. Pour cela, introduisons les applications
suivantes :

Définition 3. On appelle projection de Riesz ’application :

P = P
%Z{f = 2 f(n)en

n>0

On appelle transformée de Hilbert 'application :

P —- P .
- { fom L (=i)senm) e,

nel

ot on a posé sgn(0) = 0.

Ces deux applications sont liées de la fagon suivante :

Lemme 1. Pour tout f € P, on a :

{%(f) = (fOL+ (f+iA(f))
H(f) = i

Démonstration. Pour tout f € P, on a :

R(f)=>_ fn)en

neN

-1 <f<o>n £ Fmen+ S fne— 3 f<n>en>

nez n=-—00
1 -

= SO+ +i2(f)

ce qui prouve la premiére formule.
La deuxiéme formule découle de la premiére. O

Lemme 2. Soit p € [1,+00[. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(1) A s’étend en un opérateur continu de LP(T) dans lui-méme ;

(13) Z s’étend en un opérateur continu de LP(T) dans lui-méme ;

(791) (eg,€_1,€1," "+ ,€_p,€n, -+ Jnen est une base de Schauder de LP(T) ;
(1v) Pour tout f € LP(T), A}l_r}I(l)o ISn(f) — fll, =0;

(

v) Il existe C' > 0 tel que, pour tout N € N, ||[Sn || pr(my—rr(my < C.

Démonstration. e Le lemme 1 assure I’équivalence entre les points (i) et (7).
e Montrons que : (iv) = (v).
Supposons (iv) vraie. Pour tout N € N, Sy : LP(T) — LP(T) est une application linéaire
continue, LP(T) est un Banach et, pour tout f € LP(T), Sy(f) ALY f donc, d’apres le théoréme
de Banach-Steinhaus, sup ||Sy|| < oo, ce qui assure que (iv) implique (v).

NeN

e Montrons que : (v) = (iv).



Supposons (v) vraie. La suite (Sy)nen converge simplement vers 'application identité sur P, P
est dense dans LP(T) et, d’aprés (v), (Sy)nen est équicontinue donc la suite (Sy)nen converge
simplement vers I'application identité sur LP(T), ce qui assure que (v) implique (iv).
e Montrons que : (ii) = (v).
Supposons (i7) vraie. On note encore Z le prolongement de la projection de Riesz a LP(T). Soit
N € N. Les applications f +— Sy(f) et #Z sont continues de LP(T) dans lui-méme et, pour tout
feP,ona:

Sn(f) = e-n%(fen) — enZ(fe_n)

donc, pour tout f € LP(T), par densité de P dans LP(T), on a :

SN(f) = e,N%(feN) — €N<@(f€,]v).
On en déduit que, pour tout f € LP(T), on a :

IS8 (F)llp < lle-nZ(fen)llp + llenZ(fe-n)llp
= % (fen)llp + 12 (fe-n)ll,
< |NZ|lcorysreemll fenlly + (|2 Locry— ol fe-nll, par (i7)
= 2|2l > vy e[| £l

donc, pour tout N € N, ||Sx || zo(r)—rr(1) < 2||Z|| Lr (1) Lr(T), CE qui assure que (i) implique (v).
e Montrons que (v) implique (i).

Supposons (v) vraie. Soit f € P. On note N = deg(f). On note que Z(f) = exSn(fe_n)
donc :

12 (P)llp = 15n (fe-n)llp < Cllfe-nllp = ClIfl,

ce qui assure que (ii) est vraie grace au théoréme de prolongement des applications linéaires
continues par densité & valeurs dans un Banach. On a donc bien (v) implique (i7).

e Montrons pour finir que (i7i) < (iv). Par définition, (eg,e_1,€1, -+ ,€_pn,€n, - )nen €st une
base de Schauder de LP(T) si et seulement si, pour toute f € LP(T), il existe une unique suite
(An)nen € CN telle que :

lim ’f — )\060 - )\16_1 - )\261 — = )\ne (=1)"n =0.
n—+4o0 |. 2 J P
Lr(T) — C
Or, pour tout n € Z, I'application { (T) - est linéaire continue donc, si, pour f €
f = f(n)
LP(T), une telle suite (A, )nen existe, on a nécessairement, pour tout n € N, A, = f ({#J )
On en déduit que (eg,e_1,€1, -+ ,€_pn,€n, - Jnen st une base de Schauder de LP(T) si et

seulement si, pour toute f € LP(T) :

n—-+4o0o

lim Hf = FO)eo — f(=1)e s — f(l)er - — f Q(‘””"D el i)

Or pour tout N € N, on a :

et :

8



ce qui assure que le point (iii) est équivalent au point (iv) grace au lemme de Riemann-
Lebesgue. O

Le lemme 2 suggére que l'on se demande si #Z s’étend en un opérateur continu de LP(T)
dans lui-méme, pour p € [1,+o0[. La proposition ci-dessous affirme que ce n’est pas le cas si
p=1
Proposition 3. Z ne peut s’étendre en une application linéaire continue de L1(T) dans L, (T).
Démonstration. Pour tout r €]0,1[, P, := > _,ri"le, € Li(T) et la série est absolument
convergente pour la norme ||.];.

Supposons que Z s’étende contintiment & L;(T). On continue d’appeler ce prolongement Z.
Soit  €]0,1[. La série ), rinle, converge normalement sur R donc elle converge simplement

et, pour tout t € R, on a :
Z,ﬂn\ int Zr\n\ int + Zr|n| int

nez n<0 neN
— E ’f‘ e —int _|_ E n znt
neN* neN
re= 1

1 —ret * 1 —ret
re” —r2 41 —re
(1 —re=)(1 — rett)

1—r?

- |1 — ret|? >0

On en déduit que :

7= [ P05 =R =S [T =1

neL

par convergence normale de la série > rl*le, .
nez

Par continuité de % sur L;(T) et convergence de la série S rI"le, dans L;(T) (L;(T) est
nez
complet donc la convergence absolue implique la convergence), on a :

n (e 9] 1
%(—PT‘) = nEI—POO% (Z T|k|€k> — Zrnen = 11— ,r.ei~

k=—n n=0

De plus, comme Z est continue, il existe C' > 0 tel que pour tout r €]0, 1], on ait : [|Z(P,)]; <
CllP = C

Considérons désormais une suite (r,,) €]0, 1[V telle que lirE r, = 1. Pour tout n € N, on a :
n—-+00

2m 1 dt
12 (P )l = /0‘—.—gc

1 —rpett| 2

On en déduit, grace au lemme de Fatou, que :

2T 27
1 dt 1 dt
/ ————— < liminf / —— <
o |T—€t|2r = nodoo Jy |1 — raet| 2

ce qui est absurde car |1 — ”| ~ |t| donc f 0 161” 4 — +o0. Ceci conclut la preuve. O

9



Remarque 3. On aurait également pu utiliser le lemme 2 et le fait que, pour tout N € N,
SNz my—ri(ry = [[Dnlla e +00, avec Dy le noyau de Dirichlet d’ordre N.
—00

On déduit immédiatement de cette proposition que les points (i) & (v) du lemme 2 ne sont
pas vérifiés pour p = 1. Donnons désormais deux preuves du fait que, si p > 1, ces points sont
vérifiés : une par interpolation de Riesz-Thorin, I’autre par interpolation de Marcinkiewicz.

1.2 Transformée de Hilbert

Pour montrer que, si p > 1, la transformée de Hilbert s’étend en un opérateur continu de
LP(T) dans lui-méme, nous allons utiliser un résultat d’interpolation, le théoréme de Riesz-
Thorin, démontré ci-dessous.

1.2.1 Théoréme de Riesz-Thorin

Commencons par un lemme d’analyse complexe.

Lemme 3 (Théoréme des trois droites de Hadamard). Soit F' une fonction analytique sur la
bande ouverte S = {z € C;0 < Re(z) < 1}, continue et bornée sur S telle que, pour tout t € R,
|F(it)] < By et |[F(1+it)] < By, avec 0 < By, By < +00.

Alors, pour tout 0 € [0,1], pour tout t € R, |F (0 +it)| < By ?BY.

F()
By " Bi

Démonstration. La fonction G : z — est analytique sur S, continue sur S donc, pour

tout n € N*, G, : z — G(z) exp ('ZZT_1> est analytique sur S, continue sur S.
On note que, pour tout z € ?, on a :

FG [E(2)|

G =
GE)l BL @ pRG) = min(L, By) min(1, By)

donc G est bornée sur S par une constante M > 0.
On a alors, pour tout z = x + iy € S, pour tout n € N* :

2 _ 2 2
|G + iy)| < M exp (‘” 1) exp (_y_> < Mexp (_y_) )
n n n

car 0 < x < 1. Notons que, pour tout y € R, on a :

|Giy)| < let |G(1+4+iy)| <1

i.e pour tout z € Fr(9), |G(z)| < 1. On a alors, pour tout n € N*, pour tout y € R :

241
Guliy)] < 1% exp (—y - )§1
n

et :
|Gn(1+dy)| <1x

240194
eXp<_y+_Zy)‘§1
n

donc, pour tout n € N*, pour tout z € Fr(S), on a :

|Gn(2)] <1 (xx).

10



Par (x), pour tout n € N*, | ‘lim Gn(z + 1y) = 0 uniformément en z donc il existe y(n) > 0
y|—+o0

tel que, pour tout y € R vérifiant |y| > y(n), on ait |G, (z + iy)| < 1 pour tout = € [0, 1].
Or toute fonction analytique définie sur un compact atteint ses bornes sur la frontiére de ce
compact donc, pour tout n € N*, pour tout (z,y) € [0,1] X [~y(n),y(n)], |Gn(x +iy)| < 1 par

(xx), d’on, pour tout n € N*| pour tout z € S, |G,(2)| < 1.
Finalement, pour tout z € S, on a :

G(2)] = lim [Gn(z)] <1

n——+o0o
ce qui assure le résultat. O

Théoréme 4 (Riesz-Thorin). Soit (X, o7, 1), (Y, %A, v) deux espaces mesurés, T un opérateur
linéaire défini sur l’ensemble des fonctions simples de X a valeurs dans l’espaces des fonctions
mesurables sur' Y. Soit (po,p1,q0,q1) € [1, +oo]*.

Supposons qu’il existe (Mg, My) € (R™)? tel que, pour tout fonction simple f sur X, on ait :

{HT(f)qu < Mol[f1lp
1T < Ml fllp,

Alors, pour tout 6 €]0, 1], pour toute fonction simple f sur X, on a :
IT(F)lly < Mo~ M| £l

p po b1 q g @ )
Par densité, T admet une unique extension en un opérateur borné de LP(X, o/ , i) dans LYY, B, v).

m

Démonstration. Soit f = Y ape'*1 4, une fonction simple sur X, ou (ax)j; C RT™, (ag)f, C
k=1

R, (Ag)j, C < sont des ensembles deux a deux disjoints de mesures finies. Par Hoélder,

T(f) € LYY, AB,v) et par dualité, on a :

IT()llg = sup

ge€Sy
llglly <1

LTW®M@M@

ol Sy désigne I'ensemble des fonctions simples sur Y et ¢’ 'exposant conjugué de q.

Soit g = > brerlp, € Sy, ou (bp)i_, C R™, (Br)i., C R, (By){, C % sont des ensembles
k=1
deux & deux disjoints de mesures finies.

Pour tout z € C, on pose :

P =L+ et =La—z+ L,

/

Do P1 'h) q1

ol ¢ et ¢} sont les exposants conjugués de qq et ¢; respectivement.
Pour tout z € S = {2z € C;0 < Re(z) < 1}, posons également :

ﬂazﬁﬂmwmumm>
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m n
ou f,=> czkp(z)em"c Ty, et g. =) b?(z)ezﬁf g,
k=1 !
Par linéarité, pour tout z € S, on a :

F(z) =YY ay@pdeioneits /Y T(1La,)1p,dv

k=1 j=1

d’ott, comme (ay )7, C R™, (b;)7_,R™, F' est analytique sur S, continue et bornée sur S.
Pour tout z = iy € S vérifiant Re(z) = 0, on a :

I = [ A= [ ST al e,
X X | k=1
- [ 2l
X k=1

po

dp

Po
14,dp car les (Ag) sont deux a deux disjoints

m . Po
= Z eﬁln(ak)ezyln(ak)<%_%) 14, dp par définition de P
X k=1
= / Y diladp= / | fIPdp
X X
= [I£115-
De méme, pour tout z € S vérifiant Re(z) =0, on a ||gz||gg = ||g||3: et pour tout z € S vérifiant

Re(z) =1, on a || f[[pr = [| 117 et [|g:[l3 = llgllg-
L’hypothése et I'inégalité de Holder assurent alors que, pour tout z € S vérifiant Re(z) = 0, on

a

P d
[ < IT () llaollg=llay < MollF=llpo 92Nl = Moll fllpollg2llay = Moll £112° gl
et que, pour tout z € S vérifiant Re(z) =1

/

[F)| < Ml Il gl

‘»Q
N

LSS

Soit 6 € [0,1]. D’aprés le théoréme des trois droites de Hadamard, pour tout z € S vérifiant
Re(z) =6, 0n a:

0

» P 1-0 . qT,
IP(2)] < (MonHz?“HgH;}) (Mll\fHFHquq%> — A Al gl

Or P(0) = Q() =1 et 2 = 6 € S vérifie Re(z) = # donc, pour toute fonction simple f sur YV
vérifiant ||g||, <1, on a :

/Y T(f)gdv

ce qui assure le résultat. O

=|F(O)] < My™"M|| fll,llglly < M= MY 1],

Un corollaire classique de ce théoréme est le résultat suivant :

12



Corollaire 1 (Hausdorff-Young). Soit p € [1,2]. On note q son exposant conjugué et A\ la
mesure de Lebesque sur R™. La transformée de Fourier F définie par :

Vo € RY, F(f)(x) = ﬁ [ e =an

envoie continiment LP(R™) dans L1(R™) et est de norme inférieure ou égale a 1.

Démonstration. 11 suffit d’appliquer le théoréeme de Riesz-Thorin avec py = 1, g9 = +o0 et
P1=q1 = 2. O

1.2.2 Application a la transformée de Hilbert

Pour montrer que 'on peut étendre contintiment la transformée de Hilbert si p > 1, nous
aurons besoin de trois lemmes, énoncés ci-dessous.
Commencons par I'identité de Cotlar.

Lemme 4 (Identité de Cotlar). Pour tout (f,g) € P vérifiant f(O) =g(0)=0, on a :
H(f)H(g) — fg=7(H(f)g+ [H#(9))

Démonstration. Par linéarité de la transformée de Hilbert, les applications :

{PXP—>P t{73><73—>7>
(frg) = (f)H(9)— fg (fr9) = HH(f)g+ fH(g))

sont bilinéaires donc il suffit de vérifier I'identité lorsque f = ¢, g = e,,, avec (n,m) € (Z\{0})%.

Soit (n,m) € (Z\ {0})?>. On a :
H(en) A (er) — enem = (—i)* sgn(n) sgn(m)enem — enem = —(sgn(n) sgn(m) + 1)epim
et :
H(H (en)emtendl (em)) = (=) A ((sgn(n)+sgn(m))ensm) = —sgn(n+m)(sgn(n)+sgn(m))enm

donc il suffit de vérifier que sgn(n) sgn(m) + 1 = sgn(n + m)(sgn(n) + sgn(m)).
Pour cela, on distingue plusieurs cas.
e Sisgn(n) =sgn(m) € {—1,1}, on a sgn(n +m) = sgn(n) donc :

sgn(n)sgn(m) + 1 =2 = 2sgn(n) sgn(n) = sgn(n)(sgn(n) + sgn(m))

ce qui assure le résultat dans le cas ot sgn(n) = sgn(m).
eSim<0<mn,ona:

sgn(n)sgn(m) + 1= —1+1=0=sgn(n) + sgn(m) = sgn(n)(sgn(n) + sgn(m))

ce qui assure le résultat dans le cas o m < 0 < n.
e Par symétrie, le résultat est également vrai si n < 0 < m.
Finalement, on a donc bien l'identité de Cotlar. O

Lemme 5. Pour tout f € P, on a :



Démonstration. Pour tout f € P, on a :

A(f) =) _(~i)sgu(n)

neZ

I
=

®
3

ce qui assure le résultat.

Lemme 6. La transformée de Hilbert S sur L*(T) vérifie * = —

Démonstration. Pour tout (f,g) € P, on a :

_ "j_z) san(mn) F(n)300)
— 2 f(n)isgn(n)g(n)

_ %(f, en)(—H(9); en)
B

ce qui assure le résultat d’apres 'inégalité de Cauchy-Schwarz car P est dense dans L*(T).

Remarque 4. On aurait également pu utiliser le fait que X est une projection orthogonale de

L3(T) sur Hy et que, pour tout f € L*(T), on a :
) =i(f + 01 = 22(f)).

On peut désormais prouver le théoréme suivant :

Théoréme 5. Pour tout p €]1,400|, la transformée de Hilbert 7 s’étend en un opérateur

continu de LP(T) dans lui-méme.

Remarque 5. Cela revient a montrer que, pour tout p €]1, +oo|, il existe C, > 0 tel que, pour

tout f € P, |7l < Cpll flp-

Démonstration. e Commencer par montrer par récurrence que, pour tout p € N*, 77 s’étend

en un opérateur continu de L?"(T) dans lui-méme.

Pour tout p € N*, on pose H,, : 5 s’é¢tend en un opérateur continu de L*(T) dans lui-méme.

Pour tout f € P, #(f) € P et, par Parseval, on a :

I .

1215 = 11y sgn(n) f(n)ealls < D If()* = IIf15

nez ne”L
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donc H; est vraie.
Soit p € N* tel que H,, soit vraie. Posons ¢ = 2P.
Pour tout f € P vérifiant f(0) =0 et || f]j2y < 1,0n a:
122 ()13 = 11 (F) Py = 12 (H) A ()l
= |2 (f)H#(f)|, Laprés le lemme 5
= ||ff+H(HAf)f + fH#(f))|, daprés identité de Cotlar
<Pl + 1 | acrys oy 12 () + fA(F)lq par H,
= 1£13, + 12 | coerym Lo 12 (F) F + £ (F)g
< 1+ 2| Loy Loy [ 22(F) flla
< 1+ 2|7 Lary— o) |7 (f)ll2g |l f||2g d’apres Iinégalité de Holder
On en déduit qu’il existe une constante Cy, > 0 telle que, pour tout f € P vérifiant f 0)=0
et || fllzg < 1, on a |A7(f)l2g < Cag-
On a alors, pour tout f € P, par linéarité de 72 sur P :
1A (F)ll2g = 172(f = F(0)eo) + F(0)7 (e0) g
= |2 (f = f(0)eo) 12
< Oyl f — f(0)e 0ll2¢ d’aprés ce qui préceéde

< Cog(([Ifllag + £ (O)])

< 2C2quH2q
Papplicati {LQq(T) - C t linéai tinue d 1
car app 1cation ~ es 1nealre continue de norme 1.
f = f(0)

Donc H, est vraie. Le principe de récurrence assure que, pour tout p € N*, JZ s’étend en un
opérateur continu de L*(T) dans lui-méme, i.e , pour tout p € N*, il existe Cop > 0 tel que,
pour tout f € P, [|F(f)|lar < Con| f]2¢-

e D’aprés le théoréme de Riesz-Thorin, pour tout p € [2,400],  s’étend en un opérateur
continu de LP(T) dans lui-méme.

e Montrons désormais par dualité que, pour tout p €]1,2[, 7 s’étend en un opérateur continu
de LP(T) dans lui-méme.

Soit p €]1,2[. Notons ¢ €]2, +00[ son exposant conjugué. Soit f € P.

Puisque P est dense dans L?(T), et que 'application { 5‘1('11‘) : é “(T) est une isométrie
linéaire surjective, on a, par dualité :

12Dl = sup \/%

||9Hq<1

dA
= sup ‘ fA(g) ) ‘ d’aprés le lemme 6
geP 7T
lglla<1
< sup | fllpll7(9)||, d’aprés I'inégalité de Holder
||9Hq<1

< Coll £l

ce qui assure le résultat. O
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On en déduit alors immédiatement (a I'aide de la remarque 1) le résultat suivant :

Corollaire 2. Soit p €]1,+oc[. On a :

(1) A s’étend en un opérateur continu de LP(T) dans lui-méme ;

(17) (eg,€—1,€1, * y€_p,€ny -+ Jnen est une base de Schauder de LP(T) ;
(i4i) Pour tout f € LP(T), ]\}1_{1;0 ISn(f) — fll, =0;

(

i) Il existe C' > 0 tel que, pour tout N € N, ||Sn /|| to(r)y—rr(m) < C.

Démonstration. 11 suffit d’appliquer le lemme 2. O

1.3 Projection de Riesz

Reprouvons ce corollaire en appliquant un autre résultat d’interpolation, le théoréme de
Marcinkiewicz, a la projection de Riesz.

1.3.1 Théoréme de Marcinkiewicz

Soit (X, 7, ;) un espace mesuré.

Notations 1. On note L°(u) ’espace des classes d’équivalence des applications mesurables de
(X, ) dans C muni de sa tribu borélienne pour la relation d’égalité p-presque partout.

Définition 4. Soit p € [1,+oo[, T : LP(u) — L°() une application mesurable linéaire. On dit
que T est de type faible (p,p) s’il existe une constante M > 0 telle que, pour tout f € LP(u),
pour tout a >0 :

M
ap

p{z € X5 [(T())(@)] > ai) < — £}
Remarque 6. En gardant les notations de la définition précédente, on note que, grace a l’in-
égalité de Markov, tout opérateur continu de LP(u) dans lui-méme est de type faible (p,p).

Le théoréme de Marcinkiewicz est le théoréme suivant :

Théoréme 6 (Marcinkiewicz). Soit 1 < p; < ps < 400.
Si T est un opérateur a la fois de type faible (p1,p1), de constante associée M* et de type faible
(p2, p2), de constante associée MY?, alors, pour tout py < p < pg, T définit un opérateur continu
de LP(pn) dans lui-méme et [|T|| o (uy—rrn) < Ap, 00 :

1_1 1 1
P s s s
Apzz( P 7 ) M M

p—p1 p2—0p

Démonstration. Soit alors py < p < ps, f € LP(u). Pour tout s € R™, on pose :

o(s) = n({z € X;[(T(f))(z)] > s}).

Soit (8,t) € (R™)2. Posons également, pour tout r € X :

fa) s f@)] > o
i ={ 37 5 2
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et g=f—h.Ona:

/|h|mdu=/ |f|p1du=/ 77 g, v L / flPdy < T
X {1f|>5t} (flor [fIPP2 (OL)P=P1 J 11 p156ty (6 )p i

donc h € LP*(u). De méme, on a :

p<p
/ glPdp = / fPdu = / PP L sty / FPdu < (6P| I < oo
X {|f|<t} {|f|<éot} {|f|<ot}

donc g € LP*(p).
Pour tout s € R™, puisque f = g + h, I'inégalité triangulaire assure que :

{z € Xi[(T(N)(@)] > s} C {z € X5[(T(g))(2)] > s/2} U{x € X5[(T(g))(x)] > s/2}
d’ot, en utilisant I’hypotheése faite sur 7', pour tout s > 0, on a :

p1 A fP1 P2 P2

M.
Ll + =2 g

o(t) < p({IT(R) > s/2}) + p{IT(9)] > 5/2}) <

On en déduit :

@l
/ T(f)Pdp = / p / YN () dp(z)
X X 0
+o0o
:/ P / L {semo<s<ir() @)y (O dA(t)dp(x)
X 0

+o0o
tpl/ ll{yex;K‘T(f)(y)”(x)du(a:)d)\(t) par Fubini-Tonelli
0 X
+o0

2
» / Lo (H)dA ()

0

+o00 2p1Mp1 2p MPQ
p [ e (T g+ ZE ) axe

400 =1 400 =1
—pray [ ( / Iflpldu) )+ 2ty | ( / !f|p2du) ax(t)
NS>0 o " \Jys<sn

@) +oo
ﬂ’plldA(t)> dp(x) + p2r ME? / [f ()] ( / tmldk@)) dp(z)

IN

0

FT ) o

T pr syt [ |5 ( / B
X 0 (@

— 2}01 Mpl

pr— 5p pl/ |f‘pdu+2p2Mp2 51)2 P/ |f‘pd,u
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1

. . . .. 2M1)P1 \ p2—p
L’expression ci-dessus atteint son minimum en § = <§2 M;;p2> "1 > 0, pour lequel on a :

p2—P

1 2M)Pr\ p2-p
/ T(f)Pdp < | 2P —- o 2 M (( ] ) 1711
X pP—Dn ((2]\/[”?1)@ P2 —Dp (2M2)p2
(2M2)P2
po 211 p1 2270
M pP2—P1 M P2—P1
= |2t 2 e |
P—DN p1p2—1911 b2 —Dp p2p2—p P
]\41 M2 2 1
p2p7p1 p1 Pa—F
M pP2—P1 M pP2—P1
e B el LA
P—hn Mplpzfm D2 _pMpngfpl
1 2
ﬁfl 17%
Mﬁi% Mﬁi%
ol D e el ILLLL
L2 1 1—2 p
pP—hMn P2 P2 —p L
MIE*E MQE*E
1_1 1 1 p
=2 _ + _ M, M, ”f”p
p—p1 pP2—Pp
ce qui assure le résultat. O

1.3.2 Application a la projection de Riesz

On veut appliquer ce résultat d’interpolation a la projection de Riesz. Pour cela, montrons
que cette application vérifie les hypothéses du théoréme de Marcinkiewicz. Afin de montrer
qu’elle est de type faible (1,1), commengons par énoncer le lemme ci-dessous.

Lemme 7. Soit (Q2,.7,P) un espace probabilisé, a € R™, (f,)nen une suite de variables aléa-

‘ . : L . P
toires réelles, f une variable aléatoire réelle vérifiant f, — f. On a :
n—oo

B(lf| > @) < liminf B(|f,| > o)

Démonstration. Soit € > 0. Pour tout n € N, on a :

{Ifl >a+e} cH{lf = ful > e} U{[ful > a}

donc, pour tout n € N, on a :
P(lfl >a+e) =P(f = ful > ) <P(|ful > a)

. P
d’ou, pour tout € > 0, comme f,, — f:

n—oo

P(If| > a-+2) = lminf(B(f] > a +) ~ B = ful > ) < lminfB( £,| > ),

Or {|f| >a}= U {|f| > a+ 1} et cette union est croissante donc :
kEN*

1
P(|f| > a) = lim P (|f| > a+ —) < liminf P(|f,| > a)
k—o0 kj n—o00
ce qui assure le résultat. O
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Théoréme 7 (Kolmogorov). La projection de Riesz % est de type faible (1,1).

Démonstration. On pose pu = %.
e Etape 1 : Montrons que, pour tout f € P*, pour tout a > 0, u({|2(f)| > a}) < 1|

Soit f € P*, a > 0. Si f =0, le résultat est clair donc on peut supposer que f € P\ {0}, ce
qui entraine f(0) = || f]l; > 0. Par homogénéité, on peut alors supposer que || f|l; = f(0) = 1.

On pose :

C—><[; A
M{ZF%f@+22ﬂMW

n>1
et D ={z € C;|z| < 1}. Puisque f est positive non nulle, on a :

Vr € [0,1],V0 € R, Re(h(re)) = /Pr(t)f(é — t)du(t) > 0.

On peut alors, pour tout A € R**, définir une fonction ¢, holomorphe dans un voisinage du
disque unité fermé D par la formule :

h(z) — A
= ——+1.
=gt
Or, pour tout A > 0, la fonction CAi=A} = (E, A définit une représentation conforme
w — Y +1

de {w € C;Re(w) > 0} sur {{ € C;|¢ — 1] < 1} et envoie {w € C; Re(w) > 0, |w| > A}
sur {€ € C;|€ — 1] < 1,Re(¢) > 1} donc, pour tout # € [0,27], comme Re(h(e)) > 0,
loa(e?) — 1] < 1 d’ott Re(px(e??) > 0. De méme, pour tout A > 0, pour tout § € [0,27],
Re(pa(e?)) > 1 lorsque |h*(0)] > A, out h*(0) := h(e).

On en déduit que, pour tout A > 0 :

u(l] > ) < /{ el uo) < / Re(ioa(¢™))du(6)

= e ([ or(e)auto))

= Re(px(0)) par la formule de Cauchy

Or h* =2Zf — 1 donc, pour tout a > %, on a:

2 1
<wp(lp*|>2a-1) < ——— = —
pl12f] > @) < (7| > 20 = 1) < o =

et on note que, pour tout a € ]0, %} :

pI2f] > a) <1<

Q|+

ce qui assure le résultat.
e Etape 2 : Montrons que, pour toute f € CT(T)(= {f € C(T); f > 0}), pour tout a > 0,

p{|2(f)] > a}) < S
Soit f € CH(T), a > 0.
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Pour tout n € N*, si on note F,, le noyau de Fejer d’ordre n, f x F,, € PT donc, d’aprés la

premiére étape : pu({|2(f * F)| > a}) < L+ Fuls

Or CT(T) C L*(T) donc Zf existe, est dans L?*(T) et ligl |Fox (Z2(f)) —Z(f)|l2 = 0 d’apres
n—-+0oo

le théoréme de Fejer.
Montrons que, pour tout n € N*, Z(f x F,,) = F,, x Z(f). Soit n € N*. On a :

B(f + Fy) = 7 (% 3 sk<f>)

par bilinéarité et continuité de * : L'(T) x L*(T) — L3(T).

D’ow, pour tout n € N*, Z(f«F,) = F,xZ%([), ce qui assure que lir+n |Z(fxF,)—2Z(f)|]2=0
n—-+0o0

(Z(f * Fu))nen vers Z(f).

et implique la convergence en probabilité de
D’aprés le lemme 7, on a alors :

o 1. . 1
P2 > @) < limint p(2(/ « F)| > @) < —liminf | Fy £ = 1]l

d’ou pour toute f € CT(T), pour tout a > 0, u({|2Z(f)| > a}) < ||f|:.

e Etape 3 : Montrons que, pour tout f € P, pour tout a > 0, u({|Z(f)| > a}) < || f|.
Soit f € Pr, a > 0. Il existe (f*, f7) € CT(T) tel que f = fT— f".

On a:

w21 > ap < o ({201 > 21) + ({0 > 2))
< 2174+ 20 = 20l

donc, pour tout f € Pg, pour tout a > 0, u({|2(f)| > a}) < 2| f]:.
Or, pour tout f € P, Re(f),Im(f) € Pg donc, pour tout a > 0, on a :

a

{12 () > ay) < ({|#(Re(N)| > 5} )+ ({J2(Tm(1)] > 5 })
< 2Re(Hll + = | m()
< 2l 7 = SNl

d’ou, pour tout f € P, pour tout a > 0, u({|Z(f)| > a}) < & f|-
e Etape 4 : Donnons un sens a Z(f) pour f € L'(T).
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Soit f € LY(T). D’aprés le théoréme de Fejer, liril |« f — f]l1 = 0 donc, pour tout € > 0,
n—-+00
pour tout (p,q) € (N*)?, comme (F, — F,) *x f € P,on a:

WIRE, ) = RE, P > ) = w{B(F, — B s D] > e}) < SFys f = Fye fl — 0

ce qui signifie que (Z(F,, % f))nen+ est de Cauchy pour la convergence en probabilité, et converge
donc en probabilité. Notons Z(f) cette limite.

On obtient ainsi un prolongement linéaire de Z de P a L'(T).

e Etape 5 : Montrons que, pour tout f € L*(T), pour tout a > 0, u({|2(f)| > a}) < &||f|:.
Pour tout f € L'(T), pour tout a > 0, on a, comme a I’étape 2 :

o 8 8
n({1Z(N)] > a}) < liminf p({[2(F * f)] > a}) < —[[Fx fll < | Ik
d’ot le résultat. O
Remarque 7. On note que, si f € L*(T) C LY(T), liril |Enx f— fll2 = 0 d’aprés le théoreme
n—-+00o

L*(T) —  L2(T)

de Fejer donc, par continuité de l’application S anen = Y anen le prolongement de X%
nez n>0

a L'(T) coincide avec cette application sur L*(T).

Nous avons désormais tous les outils pour prouver le théoreme de Riesz.
Théoréme 8 (M. Riesz). Pour tout p €]1,+o0], il existe C, > 0 tel que :
VieP N2l < Coll fllp

ce qui signifie que, pour tout 1 < p < oo, Z s’étend en un opérateur continu de LP(T) dans
lui-méme.

Démonstration. e Puisque (e, )nez est une base hilbertienne de L?(T), I'application

L*(T) L3(T)
%3{ > anen : > anen

neEL n>0
est bien définie et, d’aprés le théoréme de Parseval, % définit un opérateur continu de norme
1. En particulier, Z est de type faible (2, 2).
Les théorémes de Marcinkiewicz et de Kolmogorov assurent alors que, pour tout 1 < p < 2, il
existe C), > 0 tel que, pour tout f € P, on ait || Z(f)|, < Cpll fll,-
e Traitons désormais le cas ot p €]2, +oo[. Notons ¢ €]1, 2[ son exposant conjugué.
LY(T) — LY(T)
f = f

Puisque P est dense dans L(T), et que 'application { est une isométrie

linéaire surjective, pour toute f € P, on a, par dualité :

d\
7l = s | [ F a5
llglla<1

——d\
- | [

geP 271—
llglla<1

< sup ||fl,[[Z(g)|l, d’aprés I'inégalité de Holder
geP
lgllg<1

< Gyl flp

car Z = #* sur L*(T)
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ce qui assure le résultat.

On peut alors de nouveau en déduire le corollaire 2.
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2 Multiplicateurs de Fourier sur R

2.1 Premiéres définitions et propriétés

Avant d’énoncer les premiers résultats, introduisons quelques notations.

Pour tout p € [1,+0o0], on considére LP(R) muni de la norme

£l = { (JalfIPdx)® sip <oo
P Supess(f) si p = +0o0

3=

Notations 2. e On note C.(R) l'espace des fonctions continues a support compact sur R,
C>®(R) l’espace des fonctions infiniment dérivables a support compact sur R, et |.| la mesure
de Lebesgue ;
e Pour toute f € L'(R), on note :
: R = C .
f‘ { f — f]R f(x)e—%wmfdx ’

e Pour toute f € L*(R), on note encore f la transformée de Fourier-Plancherel de f ;
e Pour toute f € L*(R), on note :

J R = C '
. é- — fRf(l.)GQiﬂxfdx )

e Pour tout intervalle I non vide de R, on pose :

<

Rappelons également la définition suivante :

Définition 5. On dit qu’une fonction f : R — C de classe C* est une fonction de Schwartz
si pour tout (m,n) € N?, il existe une constante C,, ,, > 0 telle que :

pn,m(f) = Sug |'Tnf(m)<x>‘ = Cn,m < Q.
TE

Les quantités pnm(f), (n,m) € N? sont appelées semi-normes Schwartz de la fonction f. On
note . (R) lespace des fonctions de Schwartz.

Comme sur le tore, définissons les multiplicateurs de Fourier sur la droite réelle et explicitons
ceux de L?(R).

Définition 6. Soit p € [1,+oo[. On note 4, l’espace des fonctions m € L>(R) pour lesquelles
(' [R), [llp) — LP(R)
f = (mf)Y

lopérateur T, : { est bien défini et s’étend en un opérateur continu

sur LP(R).
Les éléments de M, sont appelés multiplicateurs de Fourier sur LP(R) et, pour tout m € 4,
on note ||m||.z, = ||Tm| e (r)—Lr®) -
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Remarque 8. Si m € A5, alors, pour toute f € L*(R), T, f = (mf)v.

Proposition 4. On a #5 = L*(R) et, pour tout m € L>®(R), ||m|l.z = M/ -

Démonstration. Soit m € L*°(R). Montrons que m € . et que |[|[m|_z = ||m|c-
Pour toute f € .#(R), on a, d’aprés le théoréme de Fourier-Plancherel :

A FP ? 7 FP
1T ll2 = 1(mf) M2 = lImfllz < [Imllsollfll2 = lImllool fl2

donc m € Ay et [|m||. .z < || -

Montrons désormais que ||m||.z = ||m||o-
LAR) — LR 2 2

Posons U : { (R) A (R) et S, : { L'R) — L(R) . Comme U est une isométrie
f = f f = mf

surjective et que T,, = U7'S,,U, on a |1, r2w)—r2®) = |Smll22R)—12(R)-

Il suffit alors de montrer que ||Sp||r2@)—r2®) > ||7M]|c0. Pour cela, montrons que, pour tout
e >0, [[Smllez@—r2®) = (Ml — €.

Soit € > 0. D’aprés le théoréme de convergence monotone, il existe n € N* tel que |[—n,n] N
{Im| > Imlec — €}| > 0. Avec f = Li—nnjnfmi>lmlec—c} € L*(R) \ {0}, on a alors :

1S fII5 = /]R m(@)PIf () Pdz > (Imlee — )?[I£113
d’out, pour tout € > 0, ||Sp || r2@)—r2®) = ||| — €, ce qui assure le résultat. O

Le fait que .’(R) ne soit pas dense dans L*(R) justifie la définition suivante :

Définition 7. On note M l'espace des fonctions m € LOO(R)A pour lesquelles il existe C' > 0
tel que, pour toute f € S (R), T,f == (mf)¥ € L2(R) et |[[(mf)"|loo < C|f||oo-
Pour tout m € My, on pose ||m||.», = nf{C > 0;Vf € L R), |Tnflloo < C|flloo}-

Afin d’expliciter un résultat de dualité concernant les multiplicateurs de Fourier, montrons
les deux résultats suivants :

o (L , 1
Lemme 8. On a : B~k N CX(R) (L*°(R),L" (R))

== BLOO(R)-
Démonstration. Soit f € Breo(w).

Commengons par remarquer que si (f,)nen C L®(R) vérifie :
(@) fo == [

(1) il existe C' > 0 telle que pour tout n € N*, | f,| < C';

PN . o(L>,LY)
alors le théoréme de convergence dominée assure que f, — ~ f.

Or (fn = fl_pn))nen C L=(R) N L' (R) vérifie (¢) et (i) (avec C' = 1) donc on peut supposer
que f € BLOO(R) N Ll(R)
Or C°(R) est dense dans (L*(R),|.|];) donc il existe une suite (f,)nen C C°(R) vérifiant

lirf || fn— fll1 = 0. On en déduit qu’il existe une sous-suite (ny)ren C N* telle que f,,, 2t
n—-+0o0o

Posons :

P {z si|z| <1
zZ = -

sinon
|2]
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La continuité de P assure que P(f,,) —= P(f) = f, avec (P(fu,))ren C Ce(R). On peut alors
supposer que f € Ce(R) N Broo(r).

Considérons alors une suite régularisante (p,)nen+. Par définition, pour tout n € N*, p, > 0,
pn € C2(R), [ pndX =1 et Supp(p,) C [—2,1].

Puisque f € C.(R), f est uniformément continue donc nginoo lpn * f — flloo = 0 et comme f
est localement intégrable, (p, * f)nens C C°(R).

Pour avoir le résultat, il suffit donc de montrer que, pour tout n € N*, p, * f € Bpeo(r). Soit
n € N*. Pour A-presque-tout x € R, on a :

oux fl@) < [ 11 =Bl < [ 1 puft)it =1

ce qui assure le résultat. O

Corollaire 3. Soit f € L'(R). On a :

[ f[l: = sup [(f, g>L1(R),L°°(]R)|-
gEB o0 r)NCE (R)

Démonstration. On a déja :

sup (g, eem| < sup  [(f,9) i w),ceom)| = || fll1-
gGBLoo(R)ﬂCCOO(R) gEBLOO(R)

Soit € > 0. Il suffit de montrer qu’il existe h € Brer) N CE(R) telle que [(f, k)11 w), 10 ®)| >
Il —e.

Il existe g € Bre(r) telle que |(f, g)p1(®),zoo®)| > || f|l1 — 5. D’aprés le lemme précédent, il existe
h € Bree®) N CZ(R) vérifiant |(f, g — h) p1r),zom)| < 5. On a alors :

(R @), ce@)| = [{f, 9 @) o] — [{f, 9 — M r®),eem®| = || flli — ¢
ce qui assure le résultat. O

Notations 3. Pour toute f: R — R, on note f : { R = R .
v o~ f(-)

Voici le résultat de dualité concernant les multiplicateurs de Fourier, disant que les multipli-
cateurs de LP(R) sont les mémes que ceux de L(T), ou p € [1,+00], ¢ sont exposant conjugué.
En particulier, ce résultat restreint ’étude des multiplicateurs de Fourier & ceux de LP(R),
1<p<20u2<p.

Proposition 5. Soit m € L*(R), 1 < p < 400, ¢ son exposant conjugué.

Alors T,, s’étend en un multiplicateur de Fourier borné sur LP(R) si et seulement si T,, s’étend
en un multiplicateur de Fourier borné sur LI(R).

Dans ce cas, on a méme |m|. 4, = ||m|.4,.

Démonstration. e Premier cas : 1 < p < oo.

Par symétrie, il suffit de montrer que si 7, s’étend en un multiplicateur de Fourier borné sur
LP(R), alors T;, s’étend en un multiplicateur de Fourier borné sur LY(R) et ||T5,|| Lo@)—ram) <
||| Lo (R)— Lr(r) - Supposons que T}, s’étende en un multiplicateur de Fourier borné sur LP(R).
On a alors :

v(f.9) € S (R), < N Tlzr@— o Fllpllglla

/R (T ) (@)g(2)d
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Par densité de . (R) dans LP(R) et L?(R), il suffit, pour avoir le résultat, de montrer que

Wﬁweay®f,40%m@ﬁmﬂx

< NTNzr @ co@ I f1lpllglla-

Soit (f,g) € < (R)?. Puisque ;} € Z(R), g € .Z(R) et que pour toute h € L*(R), h="h
par Fourier-Plancherel :

[ @ a)as| - [ i

I gﬂ)&}

, on a,

FP

R(mé)v(w)ﬂfv)drr

7 x)dr| =

A(mﬁ()(ﬂw

< NT || o (R)— Lo (R) ‘ f ) g

= ||T[| e )o@ L f[lpll9llq
ce qui assure le résultat.
e Deuxiéme cas : (p,q) € {1, +oo}?

* Supposons que m € .#1. Montrons que m € M et que ||m|.z. < [|Ton|lo @-r @)
Pour tout (f,g) € -#(R)?, par Fourier-Plancherel, on a :

<Tmfvg>L°°(R),L1():/( /m f E )dx
/f ymg(z) dm—/f mg x)x

/f (2)dz = (f, Ting) L= (®) L1 (R)
et, pour toute f € #(R), on a :

1=l

donc m € A et ||Trh||L1(]R)—>L1(R) < HTHLl(
On a alors, pour toute f € ./ (R) :

1T

= ||, < ITli@onm |7, = 1Tallow-nmi L
1

R)—L!(R)-

T flloo = sup  [(Tonf, g)Loem),Lr m)| = sup (Tonfs 9) Loo (), L1 (m) ]
9EB L1 (g) 9€7 (R)NB 1 ()
sup

[, Tang) Loy, ®)| < Tl @)= @)l flloo

gEY(R)mBLl(R)
< 7T 2 @y—rr @) Il f |l oo

D’ott m € My et que ||m|.z. < [|Tonllor@)—riw)

* Supposons que m € M. Montrons que m € .#, et que || T, 11 @)—r1(®) < M) e -
Comme précédemment, on montre que m € A, que ||| 4. < ||m|.«. et que, pour tout
(f.9) € Z(R), ona:

(T f, 9) 2wy, Lo®) = (fs Ting) 11 (), Lo (R)-
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D’aprés le corollaire 3 et un calcul identique a celui effectué plus haut, pour toute f € . (R),
on a :

ITnflli= " sup  [(f, Tag) @@l < [l fll < [mllallflh
BLw(R)ﬁCCOO(R)

d’ou le résultat. O

La proposition suivante permet de mieux comprendre les multiplicateurs de L>(R).

Proposition 6. Soit m € L>*(R).
7 (R)
f

L*(R)
(mf)’

m € My si et seulement si opérateur T, : { N s’étend en une application

o(L®(R), L'(R)) — o(L>®(R), L'(R)) continue.

Remarque 9. e D’aprés le lemme de Riemann-Lebesgue, pour toute f € .7 (R), (mf)v € Cp(R)
donc opérateur T,, est bien défini.

e On aurait pu formuler la proposition 6 en terme de continuité puisqu’un opérateur T :
L>®(R) — L>®(R) qui est o(L®(R), L'(R)) — o(L>®(R), L}(R)) continu est en fait continu.
En effet, d’apres le théoréme du graphe fermé, il suffit de montrer que, si (fn)nen vérifie
nl_lglooﬂf" — flle = 0 et |[Tfn — gl avec (f,g) € (L=(R)?, alors g = Tf. En particulier,

fetTh,
n—)
continuité de T', on a bien g =T f.

o(L* (R) L'(R)) U(L""(]R H(R))

g donc, par o(L*(R), L}(R)) — o(L>*(R), L'(R))

on a fp

Démonstration. < Supposons que T}, s’étende en une application o(L>(R), L*(R))—o(L>*(R), L'(R))
continue. Notons encore T, ce prolongement. D’aprés la remarque précédente, T), est un opé-
rateur continu donc m € .

=. Supposons que m € #~,. On a vu qu’alors m € .#,. Pour tout (f,g) € C>(R), on a :

(T f, 9) Loyt @) = (> Ting) Lo ), 0 ®) = (T [ 9) Loo (), L1 ()

donc, comme C®(R )H A = Li(R), T,,, = Tz sur C>*(R) avec Tj;, € B(L'(R)). Montrons alors
que T est 'unique extension o(L®(R), L'(R)) — o(L>(R), L*(R)) continue de T, de C=°(R) a
L>*(R). Comme Ty, € B(L'(R)), on sait déja que T% est o(L>°(R), L'(R)) — o(L>(R), L' (R))
continu. Soit 7' une extension o(L>®(R), L'(R)) — o(L>®(R), L'(R)) continue de T;,, de C°(R)
a L=(R). Montrons que T = T%. Soit f € L®(R). SiTf # Tk f, il existe g € L'(R), £ > 0 tels
que Vrgge N Vs 5. = @. Par 0(L®(R), L'(R)) — o(L>®(R), L'(R))-continuité de T et Ty, il
existe g1, , gn, M1, -+ 5 hy € LY(R), €1, 69 € RT tels que :

T(Vigiogne) C Vrrge €t Tp (Vi huea) © Vg fg,e
——— o (L®(R),L (R o
Or on a vu que C*(R) ErELE) L>(R) donc il existe ¢ € CP(R) N Vg . gne N
Vihy o hnes- Done To =TZFp € Vrpy o N Ve g4, ce qui est absurde. D’ou T' = T7,.

De plus, comme . (R) C C’go(R)”'Hoo, pour toute f € #(R), on a T,,f = T4if, ce qui
conclut. O]

On en déduit le résultat suivant, assurant la cohérence des notations.

Corollaire 4. Soit m € #,. On a :
Imzee = Tl oo @)~ Lo (v)

ot [’on note encore T,, le prolongement obtenu grace a la proposition 6.
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Démonstration. Notons que I'on a déja ||m||. s, < |1l Lo ®)— Lo m)-

Montrons désormais que, pour toute f € Breom), on a ||Tf|| < ||m|l.z.. Soit f € Breom).
D’aprés la preuve du lemme 8, il existe une suite (f,)nen C & (R) N Bpeor) qui converge
vers f pour la topologie o(L>°(R), L'(R)). Grace a la continuité préfaible de T,,, on a alors

To(fn) U(LOOM &) T (f). On en déduit que :
n—oo

[T flloe < Hminf | T (fo)lloe < Tminf [lml g, [ full < M.z
n—oo n—o0
d’ou le résultat. O
Comme sur le tore, les multiplicateurs de Fourier de L'(R) (et donc de L>(R)) sont parfai-
tement connus. En effet, ce sont ceux qui s’expriment comme convolution avec une mesure de

Borel finie. Pour le montrer, nous aurons besoin des résultats concernant ’espace de Schwartz
et les distributions tempérées énoncés ci-dessous.

Proposition 7. Soit p €]0, +00[. Soit (fu)nen C L (R), f € L(R) telles que 11111 fo=171

dans .7 (R).
On a lir}rﬂ fn = f dans LP(R). De plus, il existe une constante C, > 0 telle que, pour tout
n—-+0oo

meN :
[2/p]+1

”f(m)”p <G Z Prn(f)
n=0
pour toute fonction f € L (R).

Démonstration. Soit m € N. Notons qu'il existe une constante C), > 0 telle que, pour toute
fonction f € .#(R), on ait :

. v
o< ([ e [ e )
1 R\[-1,1]

1

P

S(ﬂﬂm%+< prqumw)/ mrwﬁ
2€R\[-1,1] R\[-1,1]

<G (||f(m)||oo + sup |x|L2/p”1|f(m’(x)|>
z€eR
ce qui prouve la proposition. ]

Les définitions suivantes permettent de généraliser celles vues dans I'unité d’analyse de
Fourier.
Définition 8. e Pour tout u € .#(R)’, pour tout f € #(R), on pose :
<&7 f> = <u> f>

et :
Vh e S (R), (f xu, h) = (u, h* f).

e Pour toute u € ./'(R), pour tout n € N, on définit :
vf e S R), W, f) = (=1)"{u, f™).
St u est une fonction, les dérivées de u au sens des distributions sont appelées dérivées distri-

butionnelles.

28



Remarque 10. Pour tout (u, f) € ' (R) x Z(R), on peut identifier la distribution f *u avec
la fonction x — u(1.(f)). En effet, on peut montrer que, pour tout (u, f) € ' (R) x .#(R), on
a:

Wh € F(R), (f +u, h) :/u(rw(f))h(x)dx.

R

Commengons par admettre le théoréme suivant, dont la démonstration utilise la remarque
ci-dessus.

Théoréme 9. Soit u € /' (R), ¢ € (R).
Alors ¢ x u est une fonction €.
De plus, pour tout o € N, il existe Cy, ko € RT* tels que :

Vo € R, (¢ ) (x)] < Ca(l +|a])™.

De plus, siu est a support compact, alors ¢ xu € #(R).

Ce théoréme et les deux lemmes ci-dessous permettent de donner une caractérisation des
opérateurs bornés commutant avec les translations.

Lemme 9. Soit (p,q) € [1,+00]?, T : LP(R) — L%(R) un opérateur borné qui commute avec
les translations. Pour toute f € #(R), les dérivées distributionnelles de T'(f) existent a tout
ordre, sont des fonctions de L4(R) et :

Vn € N, (T(f))™ =T(f™).

Démonstration. Soit f € #(R). Montrons le résultat par récurrence sur n € N. On note qu'il
suffit de prouver le résultat pour n = 1.
e Commencons par montrer que }llintl) Mo (f) = f dans 7 (R).

—

Soit (a, 3) € N2. Montrons que :

SIUAZSND) o o,

lim sup

Pour tout h € R*, pour tout x € R, on a :

@) = F = 1)

- — 27 fe D (z)

| (fe D (y) — fe(@))| avee y €le,x + Al

TAF |xﬁf(°‘+1)(z)(x — y)‘ avec z €|z, y|
< [bl o 10 (2)] — 0

donc }llir% I (f) = f' dans & (R).
%
e D’apreés la proposition 7, on a donc :

li [d—Th
hlg(lJ h

(f) = f' dans LP(R)

d’ou, par continuité de l'opérateur 71" :

lim T <Id — Th(f)) = T(f') dans LY(R)(x).
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e On en déduit que, pour toute g € .#(R), on a :

"2 [ 1)) () @

TAF h—0

par linéarité de l'intégrale donc, comme 7' est continu et commute avec les translations, pour
toute g € .(R), on a :

()0 = Jim [ (TS0 @)
R
d—
12 [ (3 S0 o
=(T(f"),g) par (*)
ce qui assure le résultat. .

Lemme 10. Soit g € [1,4+00], h € LI(R).
Si toutes les dérivées distributionnelles h'™, n € N, sont aussi dans L(R), alors h est égale
presque-partout a une fonction H continue satisfaisant :

2
[H(0)] < Gy Y [1h®],
k=0

ot C, > 0 est une constante ne dépendant que de q (et pas de h).

Démonstration. Notons ¢’ 'exposant conjugué de q. Soit R € [1, 400, pr € C°(R) valant 1
sur [—R, R] et 0 sur R\| — 2R, 2R].

Puisque h € LY(R), prh € L'(R).

e Montrons que prh € L(R).

On a:

Ve € R, (1+ |z])? < 1+ 27|z| + 4n2?
donc :

Vo e R, 1< (14 |2) ) [(—2imx)"]

2
k=0
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d’otu, pour tout z € R, on a :

()] < (1+]al)? Z |(~2im2)* ()]
< (a3
< (A [zf)” ZH QpRh H1

2
1
/

<(AR)T(1+[2))2> |(prh)®||, par Hélder,

k=0

La regle de Leibniz et le fait que toutes les dérivées de pg soient bornées par une constante
(dépendant de R) assurent alors qu’il existe une constante C; p > 0 telle que, pour tout = € R,
on ait :

[orh(2)| < Cor(l+ [o]) 2 9], ()

d'ott prh € LY(R).

e On en déduit que, pour tout R > 1, prh = (¢rh)¥, d’ott prh est égale presque-partout a une
fonction continue. Or, pour tout R > 1, pg vaut 1 sur [—R, R] donc h est égale presque-partout
a une fonction continue sur [—R, R|, d’ou h est égale presque-partout & une fonction continue
sur R, notée H.

Finalement, comme |H(0)| = |¢1h(0)| = ‘(chh)V(O)‘ < |l¢1h||1, on a bien le résultat grace a
(). O
Théoréme 10. Soit (p,q) € [1,+00]?, T : LP(R) — L%(R) un opérateur borné qui commute
avec les translations. Il existe une unique distribution tempérée v € %' (R) telle que :

Vf e S (R),T(f) = f*v.

Démonstration. D’apreés les lemmes 9 et 10, on peut définir une application linéaire u sur .%(R)
par :
vfeZR), (u, f) =T(f)0).

e Montrons que u € ./(R). Notons C, > 0 la constante donnée par le lemme 10 et C, > 0 la
constante donnée par la proposition 7. Pour toute f € .(R), on a :

||(T(f))(")||q par le lemme 10

e

[(u, /)] < C.

3
|
o

IN

) T, par le lemme 9

3
o

2
< Cll Tl o= roz > 1™l
n=0
2 [2/p/+1

< COIT @@ Y >, Pualf)

n=0 =0

31



donc u € .'(R).
e Montrons désormais que, pour toute f € S (R), T(f) = f * a.
La remarque 10 et le théoréme 9 justifient que, pour toute f € Z(R), pour tout € R, on ait :

T(f)(x) = 7(T(£))(0)
=T(7-2(f))(0) car T" commute avec les translations
= (u, 72 (f)) = (@ 7(f))
= (f xu)(x)

ce qui assure le résultat avec v = u, 'unicité étant claire. O

Grace a cette caractérisation des opérateurs commutant avec les translations et le théoréme
de Banach-Alaoglu, on peut expliciter comme dans le cas du tore les multiplicateurs de L'(R).

Remarque 11. On note Cy(R) = {f € C(R); | l‘im flz) = O}, que l'on munit de la norme
T|—00

|.llco- Le théoréme de Riesz assure que le dual de Co(R) est l’espace des mesures de Borel finies.

Pour pouvoir appliquer le théoréme de Banach-Alaoglu, montrons que Iespace Cp(R) est
séparable.

Lemme 11. L’espace Cy(R) est séparable.

Démonstration. Pour tout n € N*, posons C,, = {f € C.(R); Supp(f) C [-n,n]}. On note que
Co(R) = |J €, donc il suffit de montrer que, pour tout n € N* 'espace C,, est séparable.

- (Cos [[-llee) = (C([=n, 1), [|-[loc)

f = fina)
linéaire et C'([—n,n]) est séparable d’ou le résultat. O

Or, pour tout n € N*| I'application { est une isométrie

Théoréme 11. Soit m € L*(R).

On a :m € M si et seulement s’il existe une mesure de Borel (complexe) finie u tel que, pour
tout f € L (R), on ait T,,(f) = f * u.

Dans ce cas, ||m||.z = ||nlrv.

Démonstration. <. Supposons qu'il existe une mesure de Borel (complexe) finie p tel que, pour
tout f € L (R), on ait T,,,(f) = f * p.

Alors T, est bien un opérateur borné de L'(R) dans lui-méme et ||T,,| 1 ry—rir) < ||pll7v-
En effet, si on note |u| la variation de la mesure p, le théoréme de décomposition polaire assure
qu’il existe une fonction mesurable h sur R telle que |h| = 1 |u|-presque-partout et telle que p
soit la mesure qui admet pour densité h par rapport a |u|. On a alors, pour toute f € #(R) :

Tl = [ \ [ == eyl

o< [ [ \rt=o = oldid®ds = |-

=. Supposons que m € .#. D’aprés le théoréme 10, il existe u € .’'(R) tel que, pour toute
feSR),onait T,,(f) = [ *u.

Pour tout n € N, posons f, : & — ne~ ™" La suite (f,)nen est bornée dans L'(R) donc, comme
T est borné, la suite (f, * u)neny est bornée dans L'(R). D’aprés la remarque 11, le théoréme
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de Banach-Alaoglu et le lemme 11, il existe une sous-suite (f,, * )ren de (f, * ©)pen €t une
mesure de Borel finie p telles que :

vy € Co(®), lim / 2)(foy # 1) (x)dz = / g()dulz) ().

Montrons que u = p (on identifie g & un élément de .#'(R)).

On peut montrer que, pour toute g € .#(R), (g * fn, )ken converge vers g dans . (R) d’ou
klim (U, fn, * g) = (u, g). Or, pour toute g € .7 (R), d’aprés ce qui précéde, on a :

—00

(: g) = lim (fo, *u, ) = lim (u, fo % g) = lim (u, fo, * g)
—00 k—o0 k—oo

d’ott u = p. Montrons alors que ||ul|ry < || Tl 21 ®)— L1 (R)-
Par (x), pour toute g € Cy(R), on a :

] [ st@anta)

ce qui assure, d’aprés le théoréme de Riesz que ||p|lry < || T 1 ®)—11 ). L'autre inégalité
ayant déja été prouvée, on a bien le résultat. O

< llglloo sup [ £, * ull < llgllooll Tonllt @) 21 @)
keN

2.2 Théorie de Calder6n-Zygmund

Les résultats principaux de cette partie donnant une condition suffisante pour que des
opérateurs soient des multiplicateurs de Fourier font appel a la théorie de Calderén-Zygmund,
développée par les mathématiciens Alberto Calderén et Antoni Zygmund.

Avant d’énoncer le théoréme de décomposition de Calderén-Zygmund, introduisons la notion
de noyau de Calderén-Zygmund et d’intervalles dyadiques.

Définition 9. e On appelle noyau de Calderon-Zygmund une fonction K : R* — C localement
intégrable vérifiant :

(K1) Yz € R, |K(2)| < &

(K2) Yy € B, [ IK(2) = K(z = y)ldo < B

(K3)¥(r,s) € RY)?, [ o, K(z)dz =0

pour une constante B > 0.

La condition (K2) est appelée condition de Hormander.

e L’opérateur de Calderon-Zygmund associé au noyau K est défini par :

Ve S(R),Ve € R, Tk f(x) = lim K(z —y)f(y)dy.

e—0t le—y|>e

Remarque 12. La limite ci-dessus est bien définie. En effet, pour toute f € #(R), pour tout
x € R, pour tout § > 0, grice a la condition (K1), on a :

B B
[ el < | 1)l < N7 < oo

lz—y|>6 [z — |
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et, pour toutn > 6 >0, on a :

‘ /| K=y /| K- y)f(y)dy]

[ K

uy / K(u)(f(x —u) - f(z))du| par (K3)
n=>|ul>d
< B sup |f'(u) Malu par (K1) et l'inégalité des accroissementes finis
u€(0,1] n>|u|>8 ‘u’
= B sup [f'(u)[(n —0) —0
u€(0,1] n—0

Définition 10. On appelle intervalle dyadique tout ensemble de la forme [2'm,2!(m + 1), ou
(I,m) € Z2.

Proposition 8. Soit (Q, Q") un couple d’intervalles dyadiques.
On a :soit QNQ =, soit Q C Q', soit Q' C Q.

Démonstration. Par définition, il existe (I,I',;m,m’) € Z* tel que Q = [2'm,2!(m + 1)[ et
Q = 2w/, 2" (m + 1)[= [2"'m/2, 2"~ (m/ + 1)2![. Par symétrie, on peut supposer | < I'.
Supposons alors QNQ’ # @. Montrons que Q C @', i.e que 2" "'m/ < met m+1 < 2"~ (m/41).
Puisque QN Q' # @, il existe 2 € QN Q. Alors 2'm < 2 < 2{(m + 1) et 2'm/ < z <
2 (m’ + 1), donc m < 2""Ym/ 4+ 1) et 2~'m’ < m + 1. Or, comme on a supposé [ < I, on a
(2" (m/ +1),2""'m/) € Z2, ce qui assure le résultat car m € Z. O

Pour démontrer le théoréme de décomposition de Calderén-Zygmund, nous aurons besoin
du théoréme suivant, dont on pourra trouver une démonstration dans le livre de Rudin [4].

Théoréme 12 (Théoréme de différentiation de Lebesgue). Soit f € L'(R). Pour tout z € R,
notons (I,,(x))nen une suite décroissante d’intervalles ouverts contenant x vérifiant : il existe
une suite (rp)neny C R convergeant vers 0 pour laquelle X(I1,(z)) < r, pour tout n € N.

Pour A-presque-tout x € R, on a :

1

nl_lgloo m o) fw)du = f().

Le théoréeme de décomposition de Calderén-Zygmund est le suivant :

Théoréme 13 (Décomposition de Calderén-Zygmund). Soit f € L'(R), A > 0.
II existe deuz fonctions g et b dans L'(R) vérifiant :
() |g] < X (presque partout) ;

1) b= Tof, ou A est une collection de intervalles dyadiques disjoints ;
Qe ¢
cH

(i11) YQ € B, A < 157 Jo | f(x)|dz < 2

() | U Q‘ < 5lfl
QeR

(v) f=g+0b (presque partout).
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Démonstration. Pour tout [ € Z, on définit une collection d’intervalles dyadiques par :
D, = {[2'm, 2" (m + 1)[,m € Z}.

Puisque f € L'(R), il existe Iy € N tel que, pour tout { > ly, 57 [, |f(2)|dz < A. En particulier,
pour tout @ € Dy, @H fQ |f(z)|dx < A

Construisons progressivement une famille % d’intervalles dyadiques disjoints.

Tout intervalle de D, peut étre découpé en deux intervalles dyadiques disjoints de longueur
ilol. Un tel intervalle Q' de longueur 20~ vérifie : soit Wl’\ Jor 1f(@)|dz < A, soit ﬁ Jo 1 (@)|dz >
e Si () est dans la deuxiéme situation, on arréte de diviser )’ et on l'inclut dans 4. Dans ce
cas :

1 2
< 71 Jo ]f(:n)]de@/QU(x)\dng)\

ot on a noté @ I'intervalle dyadique dont est issu @'

e Si ()’ est dans la premiére situation, on découpe de nouveau ()’ en deux intervalles dyadiques
disjoints de méme longueur auxquels on rapplique cette opération jusqu’a obtenir une collection
d’intervalles dyadiques disjoints % vérifiant (iii).

De plus, on a :
o <Sie<3 1 /|f Nz < 11711

Qe Qe Qe

e Considérons désormais o € R\ | |J @ |. Comme la famille Dy, recouvre R, x, est contenu

QeH
dans une suite décroissante (Q););en d’'intervalles dyadiques telle que, pour tout j € N, on ait :
1
X |f(@)|dz < A.
JJQj

D’aprés le théoréeme de différentiation de Lebesgue, on a alors, pour presque tout zp € R\

( U @)7 [ (o) < A
Qe#

e Comme R\ | (J Q) et R\ | U Q| différent d’'un ensemble de mesure nulle, on a bien le

QEX QeX
résultat en posant b= ) lgfet g=f— > 15f. ]
QReZ Qe

Remarque 13. En reprenant les notations du théoréeme précédent, comme g € L*(R) N L>®(R),
g € LP(R) pour tout p € [1,+o0].

Ce théoréme de décomposition permet de prouver le théoréme suivant, affirmant que, sous
certaines hypothéses, un opérateur borné sur L*(R) est de type faible (1,1).

Théoréme 14. Soit T un opérateur borné sur L2( ) tel que pour toute f € L*(R) a support
compact, pour presque-tout x ¢ Supp(f), ( = K@ —y)fly)dy ot K € L}, (R*)
satisfait (K2) avec constante B > 0. Alors :
C
vf e S (R),YA> 0, [{z € Ri[(Tf)(2)] > AH < Sl
avec C = 4(1 + B+ ||T|| 2)—r2(m))-
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Démonstration. Soit f € #(R), A > 0. On peut supposer 7" non nul. On pose alors v =
A

2”T”L2(]R)—>L2(R) '
e D’aprés le théoréme de décomposition de Calderon-Zygmund, il existe (g,b) € L'(R)? véri-
fiant :
() lgl < s
(i) b= > Lgf, ot A est une collection d’intervalles dyadiques disjoints;
QeH

(ii) VQ € B, v < iy Jo 1 (@)|dz < 2v;

(i) | U Q| < 2Iflli:

Qex

(v) f=g+0.
On note de plus, d’aprés la démonstration du théoréme 13 que, pour tout Q) € %, Supp(g)NQ =

<. Posons alors : .
L= g+ X Lo f, f@)da
QER

fo = b= X lo [, f@)de= Y fo

Qe# Qe

ou, pour tout Q € &, fo = lg (f — @H fQ f(m)d:v)
Ona fi+ fo = fet| fillo < 27 car, pour tout Q € A, Supp(g) N Q = &. On a de plus :

1
1Al < ol + 3 /Q el /Q (@) ldzdu = |l + 5] = £

Qe®

car Supp(g) N Supp(b) = , et :

1
=Y /Q folo)ldz < 3 ( /Q s+ 10l /Q |f<x>\da:) <2/lh.

QeA QeX

En particulier, f; € L*(R) et, d’aprés I'inégalité de Holder, || f1]12 < || filloollfillt < 29I f1]1-
L’inégalité de Bienaymé-Tchebychev assure alors que :

A

{x e R;|T fo(z)| > —H

2

o e R >N < [{z e RITA@I> 3} + :

4 A
< wlrnl+ o emairnel > 5}
I ) A
< ﬁ||T”L2(R)—>L2(R)||f1”2 + 19z € Ry [T fo(x)| > 5
4 A
< X||T||L2(R)—>L2(R)||f||1 + e ER;[Th()] > 5 0l

e Pour tout ) € %, on note Q* le dilaté de Q d’un facteur 2 (i.e si @ = [a — b,a + b] avec
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a € R, b>0,alors Q* = [a — 2b,a + 2b]). On a alors, d’aprés l'inégalité de Markov :
R; |T ALY T A R T A
z €R[Th(z) >3l =|{2 € U @l faa)l > 5o+ gz € R UQ T fa(2)] > 5
Qe Qe
<lUel+3 [ [T o)
271 ()

Qe QeRB
<y ey X [ o
QEeR Qeﬁ

4

<Nl / T fo )| e
A Qze;ﬁ R\Q-

Soit @ € %. On note yg le centre de l'intervalle Q. On note que fo € L*(R) est a support
compact et que, pour tout x € R\ Q*, x ¢ Supp(f) donc, pour tout z € R\ Q*, on a :

(Tso)(w) = [ Ko~ y)salu)is = / K(x — ) foly)dy = /Q (K(x - ) — K(x — yo)) faly)dy
caerfQ Ydy = 0, d’ou :
L rheie < [ [ 1K)~ K pllfatw) s
D] I v0) - (0= v0)) ~ Kl = vo)ldal fow)ldy
Q JR\Q*
(g)B/Q\fQ@)uy
<28 /Q @)y

grace a la condition de Hérmander car, pour tout z € R\ Q*, pour tout y € @, on a |z —yg| >

2y — yal-
On en déduit que, pour tout f € .(R), pour tout A € R™ on a :

4
{z € Ry [Tf(2)] > AH = STl e2@y—r2 |l + —Hle 2 Z / [/ (y)ldy

Qe
C
< <7l

avec C'=4(1 + B+ ||T||r2r)—r2®)), ce qui assure le résultat. O

Pour prouver le dernier théoréme de cette sous-partie, le théoréme de Calderén-Zygmund,
nous aurons besoin d’un résultat d’interpolation plus fin que ceux donnés dans la premiére
partie. Pour I'obtenir, on commence par appliquer le théoréme d’interpolation de Marcinkiewicz
puis le théoréme de Riesz-Thorin.

Lemme 12. Soient 1 < p < 2, T un opérateur linéaire de type (1,1) avec constante Aqy et de
L*(R) dans L*(R) avec norme Aj.

Alors T déﬁmt un opérateur linéaire continu de LP(R) dans lui-méme avec une norme au plus
2 2
-1 : -
r Af A1 P ou C est une constante strictement positive.

égale a C
(p—l)
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Démonstration. D’aprés le théoréme 6, T' définit un opérateur continu de L%I(R) dans lui-
méme avec :

AF”T”B(L%)SQ(%—H?—%) S
STI(ELpray A
p—1 3—p
Appliquons désormais le théoréme de Riesz-Thorin entre 5‘%1 et 2.
On a % = % + 128 avec § = p%:%% = (2;(1)3)9231)'

D’aprés le théoréme de Riesz-Thorin, 7' définit un opérateur continu de LP(R) dans lui-méme
avec :

Cp = Tl Brmy) < A3A;™"

20
=2 (p—+ 1 + p3—+ 1) " AE*IA?%.
p— P

11 suffit alors de montrer que la fonction f définie sur |1, 2] par :

20(x) 20(zx)
+1 x+1)\=" o1 22 — 1) =+
v €]1,2 — 2@ (g —1)z (= — 20) ( — 1)7m |
z €]1,2], f(z) (=1 (=7 +3 (z—1) Tl
avec 0(z) = %, est bornée.

Or f est continue et admet des limites finies en 1 et 2 donc f est bornée, ce qui assure le
résultat. O

Remarque 14. e Soit (Q,.%,u) un espace mesurable. On note L°(Q) I’ensemble des applica-
tions mesurables de (2, %, u) dans (R, B(R)).

e Rappelons la définition suiwvante : si (fn)nen C LP(1), f € LP(u), on dit que (f)nen converge
en mesure vers f si, pour tout € >0, on a nl_lgloo w(|fa — fl >¢)=0.

Lo(p) x L(p) — R
(f,9) = nf{d > 0;p(|f —g| = 6) < 6}

sur L°(u). De plus (L°(p),d) est un espace métrique complet et (f,) converge en mesure vers
f si et seulement si lir+n d(fn, f)=0.
n—-+0o0o

e L’application d : { définit une métrique

e Le lemme 7 reste vrai dans le cas de la convergence en mesure.

Théoréme 15 (Calderon-Zygmund). Soient K € L*(R), (By, Bz) € (R*)? tels que, pour tout
EeR, |K(&)| < By et K vérifie (K2) avec constante Bs.
L*(R) — L3*R)
Posons T : .
* { f = (v [ K(x—y)f(y)dy)
Pour tout p €]1,+00|, Tk|»m) s'€tend en un opérateur borné sur LP(R) avec

1
1T [ Lo (r) > Lr(r) < C' max (pv pT1>

ot C' = 32(1 + By + By).
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Démonstration. Soit p €]1,4o00[. Commengons par voir que, d’aprés le théoréme de Fourier-
Plancherel, pour toute f € L?(R), on a :

ITxcflle = 1K * flle = |K fll < Bill fllz = Bullf .-

e L'opérateur Ty vérifie alors les hypothéses du théoréme précédent, done, pour tout f € . (R),
pour tout A > 0, on a :

C
o € Ry [T f(2)] > AH < Il flh

avec C' =4(1+ By + By).

Définissons alors 'opérateur Ty sur L'(R). Soit f € L'(R). Par densité de .¥(R) dans L'(R),

il existe (fp)nen C 7 (R) telle que lirf Il f» — fll1 = 0. La suite (Tk fn)nen est de Cauchy pour
n—-+00

la convergence en mesure donc, d’aprés la remarque précédente, (T f, )nen converge en mesure.
On note Tk f cette limite (on note qu’elle ne dépend pas de la suite (f,) C . (R) choisie). On a
ainsi étendu de fagon linéaire la définition de Uopérateur Tk a L'(R) et, pour toute f € L'(R),
on a encore [{z € R; [Tk f(z)] > A} < £/ f|l: grace a Panalogue du lemme 7.

e Supposons pour I'instant que 1 < p < 2. D’aprés le lemme 12, Tk | »(r) s’étend en un opérateur
borné de LP(R) dans lui-méme avec :

| Tkl o gy Loy < ——C» ' By

car 1 <p < 2et By <, ou (] est une constante strictement positive.

e Supposons désormais p > 2. Notons ¢ €]1,2[ son exposant conjugué. L’opérateur Tk est
un multiplicateur de Fourier de symbole K donc, d’aprés la proposition 5, Tk s’étend en un
opérateur borné de LP(R) dans lui-méme et

c,C c,C
| Tk || o (m)— Lo () < qil — ( lq )p <

(C1C)p.

On a donc bien le résultat. O

2.3 Théoréme de Mikhlin

Nous avons désormais tous les outils pour prouver le théoréme de Mikhlin, énoncé ci-dessous,
donnant une condition suffisante pour qu’une fonction définisse un multiplicateur de Fourier.

Théoréme 16 (Mikhlin). Soit p €1, +oo[, m : R* — C bornée de classe C*, A > 0 tels que :

?%li%%fRS\élszRW(f)Pdf < A2
SuprRS|§|§23|m/(€)]2d§ < A2

R>0

(H)

Alors Ty, s’étend en un opérateur borné de LP(R) dans lui-méme et :

1
[Tl 170 < O+ o) (2 )

ou C est une constante strictement positive.
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Démonstration. e Etape 1 : Décomposition dyadique de 1'unité

Soit x € C*(R,R) vérifiant y = 1 sur [—1,1], x = 0 sur R\| — 2,2[, 0 < x(z) < 1 pour tout
v €] —2,—1[U]L,2[.

Pour tout = € R, on pose ¢(z) = x(z) — x(2z). Alors :

VN € N,Vz € R, Z Y(2z) = x (2 Nx) — (2N )

j=—N

donc, pour tout z € R*, lim Z () =1.

Néﬂx
On note que, pour tout j € Z, Supp(@b(?f ) = [2777 1 279 U 2791 —27971] et que, pour
tout K C R™\ {0} compact :

Ji = Card{j € Z; Supp(v(27)) N K # @} < +o0.

Ceci permet de définir correctement m = ) m; o, pour tout j € Z, pour tout { € R*,
JEL

m; (&) = m(&)Y(277¢). On pose également, pour tout j € Z, K; = n;.

e Etape 2 : 3C; > 0;Vj € Z, [, |K;(z)|(1 + 2| z|)ide < CLA

Soit j € Z. On a :

[R|Kj($)‘<1+2j‘$’)idx:/|Kj($)’(1+2j’$‘)(1+2j‘$’)_zdaz

cs </ K (z 1+2J\x|)2dx)é </[R<1_'_21|x’)gdx)
(/R<1+2j|x|) 2da:) ez (/R(H \u|)3du>§2;‘ _ B2}

0f10<31:<fR(1+|u|) 2du> < 00, €t :

1
(/ | K (x)]2(1 + 27|z]) dx) (/ | K (2)|2(1 + 27 2] + 2% |2 |? )dx)

<f</ | K () [2(1 + 2% || )m)

svﬁ@Km+w(4ummmww)3

M

avec

d’ot, si 'on pose By = v/2B; :

1
4\K1($)\(1+2j\w!)idx <2738, (I\Kj\la +2 (/R |Kj|2|x!2dfﬂ) ) = 278 By([[myl|a+2| | ).

Or, on a :

Hw%s/, Cm©Pde= | AW&W%+/  m(e)de
27-1<|g]<2i+1 20-1<|€]1<27 27 <|¢|<29+1

O P
S YA YA =Y x A
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donc ||m;||2 < 2%\/§A et, de méme, ||m/|ly < 2*%\/514.
On a finalement, pour tout j € Z :

[ @0+ 2 ar <274, (2%\/§A+ 2j2§\/§A>
R

ce qui assure le résultat avec C; = V6By > 0.

- . - 1
e Etape 3 : 3C; > 0;Vj € Z,277 [, |Kj(x)[(1 + 27|z|)idzr < CA
Soit j € Z. Comme & 'étape 2, on a :

1
2j4!K§(x)|(1 + 2 |a])ide < 279273 B, (HK}Hz +2 (/R !K§<x)|2\w|2dx> )

FP _;i,_1 j
= 277272 B, (|| - myla + 27[my + -mij||2)
< 279272 By (|| - mylla + 2|my 12 + 27| - )

avee 2|myll; < 225\ [3A4, [, ePlm(@)Pde < 4 x 29|m |3 et [ 2 lmy(x)Pdr < 4 x

22, 13, done :

j TILE io— i i 3 i 13 5 /3
21/ K (2)](1+ 27|y hda < 279274 B, (2 x 2322\/;A+ 2122\/;A+ 2 2]22\@4)
R
3
=5/ =B)A
/3

ce qui assure le résultat en posant Cy = 5\/§BQ.
e Etape 4 : Condition de Hérmander : 3C5 > 0;Vy € R*, > f|x|>2‘y| |Kj(z—y) — K;(z)| < C3A
jez” =

Soit y € R*. Tl existe k € Z tel que 27% < |y| < 27+,
Puisque, pour tout (z,z) € (R*)?, si |z| > 2|z|, alors |z| > |z| et |z — 2| > |2], on a :

Z/'>2 |IKj(as—y) — I(z)|de < 22/ | K () |da

>k >k [z[>]y|

1+ 2z)i
< 2/ |Kj($)|wd$
2]y (14 27[y|)=

>k
Etape 2 2
< Z— T X ClA
= (L+2y|)x

< ClAZ# < DA

i>k (1+ 2j_k>% a
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avec Dy =2C; Y L et :

j=124
1
)N LR R BT DY [ WAl
i<k |z|>2[y] i<k |z]>2]y|
< 2_1“+1 / / | K (x — ty)|dtdx
lz1>2]y]

i<k

) kHZ/ / | K (x — ty)|dedt
|z|>2]y|

<92 ’fHZ/ / |Kl(x — ty)|(1 + 27|a — ty|) T dwdt

<k |z|>2y]
<92 ’f“Z/ / [K(2)|(1 + 27|2|) i dxdt
i<k
Etape 3 .
< 23204 = D,A
i<k

ou Dy = 202 Z;o:() 2% < Q.

On a alors le résultat avec C3 = Dy + Ds. R

e Etape 5 : Si 2 < p < o0, I'ensemble A = {f € .Z(R); Supp(f) C R* est compact} est dense

dans LP(R)

Supposons pour cette étape que 2 < p < 4+00. Notons ¢ €]1, 2] 'exposant conjugué de p.

Par densité de .(R) dans LP(R), il suffit de montrer que A est dense dans (. (R), ||.||,). Soit

fe.Z(R). Comme f € #(R) C LI(R), il existe (g,) C C(R*) telle que lirf ”gn - f‘ =0.
n—-+0oo q

Or, pour tout n € N, g, € Y(R) donc il existe f, € S (R) telle que g, = f,. D’aprés le

corollaire 1, pour tout n € N, on a alors :

1fa = Fllp < Ifa = fllg = llgn = Fllg — 0

ce qui assure la densité de A dans LP(R).
e Etape 6 : Conclusion

N N
Pour tout N € N, on pose oy = Y. mj et Sy = >, K; € L'(R). Soit N € N. On a :
=N =N

lon|lse < |Im|so et Sy = on donc, d’apres le théoréme de Fourier-Plancherel, on a :

Vi€ S R), ([ Toy fll2 = [15n5 * fllz < lImllcoll F1l2-

De plus, Sy vérifie la condition de Héormander avec constante C3A donc, d’aprés le théoréme
de Calderon-Zygmund, pour tout N € N, pour tout g €]1, +oo[ pour toute f € .#(R), on a :

1
1Ty flls < 3201+ mlloe + CoA) max (q,q_ )Hqu<C4(A+HmHoo)max (q,q_ )Hqu

pour une certaine constante Cy > 0. X
Supposons pour l'instant p > 2. Pour toute f € A, il existe N € N tel que mf = oy f et
Tf =T, f donc, pour toute f € A, on a :

[T lly < Ca(A+ [[m]) max (p, . ) 11,
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L’étape 5 assure alors que le théoréme de Mikhlin est démontré dans le cas ot 2 < p < +o00.

P . . 1
Montrons alors le résultat pour p €]1, 2. Notons ¢ son exposant conjugué. On a max (q, E) <
2 max <p, zﬁ) car qu1 = § et ¢ = z% < z% donc, d’aprés la proposition 5, T), s’étend en un
opérateur borné de LP(R) dans lui-méme avec :

1 1
| Tl 2o ()—s e () < Ca(A + ||[m]|s0) max <q7 q——l) < 2C4(A 4+ [|m]| ) max (p, 2:)

ce qui assure le résultat avec C' = 2C}. n

Ce théoréme de Mikhlin fournit une condition suffisante pour qu’une fonction définisse
un multiplicateur de Fourier. Le théoréeme de multiplicateur de Marcinkiewicz en fournit une
autre. C’est ce théoréme que nous allons démontrer dans la suite de ce mémoire. Pour cela,
commencons par énoncer quelques résultats concernant la transformée de Hilbert.

2.4 Transformée de Hilbert

Ce premier lemme justifie 'utilisation de la théorie de Calderén-Zygmund dans la suite de
cette partie.
R* R
. : 1 est un noyau de Calderon-Zygmund.

T™r

Lemme 13. L’application K : {

Démonstration. On note que K est localement intégrable sur R*. Puisque (K1) et (K3) sont
claires, il suffit de montrer que (K2) est vérifiée. Soit y € R*. On a :

1 1 1 1 2 1 u=1o 2 1

_/ t_ ‘dleﬂ —d:(;gM —Qd:c::'”—/ —du

T Jig|>2y [T T —Y T J)z|>2]y| z||z — y T Jlz|>2ly| T T Jluj>2 ¥
donc (K2) est vérifice. O

Définition 11. La transformée de Hilbert est l’opérateur de Calderon-Zygmund associée au
noyau K : x € R* — % On note H = Tkg.

On dispose d’une expression plus simple de la transformée de Hilbert, donnée par la propo-
sition ci-dessous.

Proposition 9. (i) Pour toute f € (R), on a :
VE R, HF(E) = (—isgn f)"(€).

Cette égalité permet de définir H sur L*(R).
(it) H est une isométrie sur L*(R).

Démonstration. (i) @ Commengons par montrer que, pour tout 0 < a < b < 400, on a :

b -
[ <

T =
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Soit 0 <a<b<4o0.Sib<1,ona:

b - b . b
/de':/wdxg/dx:b—aglgél.

T T

Sia>1,ona:

b .
/ sin(x) I
. T

[ cos(a:)} B / cos(:lc)dm
T W Jaooz
etsia<1<b,ona:

b . 1 .
/ sm(:c)dx‘ < / Sm(x)d:v‘ N
w T . T
d’oul le résultat.

e Montrons ensuite que, pour tout b € R, on a fj;o @dm = mwsgn(b). Si b = 0, le résultat
est immédiat. Soit donc b € R*.
Sib > 0, grace a la parité de I'intégrande et au changement de variable u = bx, on obtient :

+00 ; b +oo :
/ sin( x)dx = 2/ sin(u) du = 2% = msgn(b)
- 0

T u

IPP

1 1 [T
§—+—+/ Lar<s<a
b a . x?

b.
/ wd:p'guszzl
1 X

o0

et, pour les mémes raisons, si b < 0, on a :

/+°° sin(bx) dr /+—°° sin(u) du— 9 /0+°° sin(u) _ —

o x o U U

e Soit f € L(R),£€R. Ona:

HI(E) = HI(E)
1

= lim —f y)dy
=0 Jie_y1se M€ —Y) )
1 2
~ lim L —_—
e—0 %>|E—y|>a 7T<§ - y)
u=¢— 1 A ,
=Y lim — [ f(t)e = gyay
e=0 %>|u|>€ ™ JRr

e—0 7T U

1 a ' in(t
= lim — / f(t)em”tg/ sin( u>dudt par Fubini car f € ./ (R).
R %>|u\>a

Or f € Z(R) et, d’aprés ce qu'on a montré précédemment :

in(?
/ sin(tu) du
Isju>e U

[t]

/s s1n(:r:)dx
e T

=2 <8

vVt € R,
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donc, d’apres le théoréme de convergence dominée :

sin(tu) Judt

11 == [ Felm

€0 é>|u\>€ u

= —E/f(t)e%”t%sgn(t)dt
T JR

_ /R i sgn(t) f(£)edEt dy
= (—isgn £)(¢)

d’ou le résultat.
(i1) Pour toute f € L?(R), par Fourier-Plancherel, on déduit de (i) que :

IHfllo = || —isgn fllz = || fll2 = | f12
d’otu le résultat. N

Notations 4. Pour toute f € L*(R), pour tout a € R, on pose D, f = f(a-).

La proposition suivante fournit une caractérisation de la transformée de Hilbert :

Proposition 10. La transformée de Hilbert est, a un facteur multiplicatif prés, 'unique mul-
tiplicateur de Fourier Ty sur L*(R) vérifiant :

Va € R*,T,D, = sgn(a)D,T, (*).

Démonstration. e Montrons que H vérifie (x).
Pour tout a € R, pour toute f € .#(R), pour tout £ € R, on a :

+oo o )
HD,f() = / —isgn(t)D, f(t)e* ™ dt
_ /"FOO L Sgn(t) ( -0 f(u)€_2i7r;ud_u> €2i7"§tdt
NS Too a

_t [~ +oo ) )
YV a / —i(—sgn(y)) (— f(u)e_2”y“du) ey dy,
JF [ee]

oo

—+00 . ]
. / isgn(y) f (y) 2Oy

= sgn(a) Do H f ().

Par densité de .(R) dans L?(R) et continuité des opérateurs H et D,, a € R, sur L?*(R), on
en déduit que, pour tout a € R™*, pour toute f € L*(R), pour tout £ € R, on a :

HD,[f(§) = sgn(a) Da H f(£).

De méme, pour tout a € R™, pour toute f € L*(R), pour tout £ € R, on a :

HD,f(§) = sgn(a) DaH f(§)
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donc H vérifie (x).
e Soit Ty € M, vérifiant (x).
Soit f € L*(R), a € R*. On a vu dans le point précédent que :

vy € B D7) = sen(a) f (4) = 7 (Y)

lal” \a

Donc, par (), pour toute f € L*(R), pour A-presque-tout y € R, on a :

oo (2) ~ T = 50 - S5 (4) s (2) ()

la]” \a lal lal

d’ot1, pour A-presque-tout y € R, ¢(y) = sgn(a)o (ﬁ) (A).

a

Pour tout ¢t € R**, posons ¥(t) = fot ¢(y)dy. Pour tout a > 0, pour tout ¢ > 0, on a :

b(t) = /0 )y = /0 sen@)o (L) dy "2 o /0 "1 pluydu = av (3) |

En particulier, pour tout ¢ € R™, ¢ (t) = t(1). Or, d’apres le théoréme de différentiation de
Lebesgue, 1 est dérivable et, pour A-presque-tout y € R** :

o(y) = ¢’ (y) = sgn(y)y(1).

D’otui, pour A-presque-tout y € R™* :

P(y) = sgn(—1)p(—y) = —(1) = sgn(y)y (1)

ce qui assure que, pour A-presque-tout y € R, ¢(y) = (1) sgn(y), d’ou le résultat. O

Le résultat fondamental concernant la transformée de Hilbert est le suivant :

Théoréme 17 (Riesz). Soit p €]1,+o0[. On a :

1
H e %p et ||HHLT’(R)~>LP(R) S C' max (p, E)

avec C > 0.

Démonstration. Comme H définit une isométrie sur L*(R), d’aprés la preuve du théoréme
15, il suffit de montrer que H vérifie les hypothéses du théoréme 14. Soit f € L*(R) a support
compact. Soit (p,)nen+ une suite régularisante vérifiant, pour tout n € N*, Supp(p,,) C [—l l].

n’n

On sait que lirf Il f * pr — f]l2 = 0 donc, par continuité de H et d’aprés le théoréme de Riesz-
n—-+0oo

Fischer, il existe une sous-suite (H (f * py, ))ken+ de (H(f * pp))nen+ vérifiant, pour presque-tout
reR:

lim H(F % pu)(x) = H(P)().
Considérons z € R vérifiant klim H(f *py,)(x) = H(f)(x) et x ¢ Supp(f).
—00
Comme d(z, Supp(f)) > 0 (car Supp(f) est fermé) et que, pour tout n € N*, on a :
11
Supp(f * pn) C Supp(f) + {—— —} ,

n'n
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il existe ky € N* tel que, pour tout k > ko, ¢ Supp(f * py, ). Or, pour tout k > ko, on a :

/Rﬁﬂf‘nko (W) f * pny (y)dy = /]R ﬁf * Py, (y)dy = H(f * pn,)(x) — H(f)(2)

r—1Y n—00

) (y) € L*(R) donc, par Cauchy-Schwarz, on a :

1 1
li —1 n dy= [ ——
e Ay, W) * P (y)dy /M(x_y)
d’otu, pour toute f € LQ(R) a support compact, pour presque-tout x ¢ Supp(f) :

1

f(y)dy

ce qui conclut la preuve. O

Remarque 15. On aurait pu appliquer le théoréme de Mikhlin. En effet, la fonction m :
R* —

{ (C est bornée de classe C* et, pour tout R >0, on a :
§ — —isgn(¢)

1 , 2
- m(E)Pde < = x R =2
R R§|£\§2R| ©l R

R "EVPdeE=0<2
/R IR SE

donc vérifie les hypotheses du théoreme de Mikhlin.

2.5 Théorie de Littlewood-Paley

En plus de la théorie de Calderén-Zygmund, nous allons utiliser la théorie de Littlewood-
Paley, développée par John Edensor Littlewood et Raymond Paley.

Lemme 14. Soit I =l]a,b| un intervalle non vide de R.
Pour tout p €1, +o00[, A; s’étend en un opérateur borné de LP(R) dans lui-méme, avec :

1
| ALl r(r) - Lrr) < C'max (p, E)

ou C est une constante strictement positive.

Démonstration. Soit p €|1,+oco[. Pour tout # € R, pour toute f € LP(R), on pose Ryf : = €
R — 622’7r0:pf(x>‘

Pour toute £ € R, 1,(¢) = Sgn(ﬁ_“)gsgn(ﬁ_b) donc, pour toute f € . (R), pour tout x € R, on a :

A]f(l’) = %/ngn(f _ a)f(f)€2i7rz§d§ _ %/Sgn(g o b)f(f)€2i7m§d§

R

= %/}ngn(f)f(g + a)e%mxezim&df — %/ngn(.g)f(g + b)€2i7rbxe2i7rx§d€
— %/R(_Z) Sgﬂ(g) (e—/m;f) (5)62i7ra$62i7r:p5d§ _ %/R(—Z) Sgn<§) (e—/QzEf) (é&)e%wb:pe%mpgdé

_ %( R.HR_, — RyHR ) f(2).
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Or, pour tout 6 € R, Ry est une isométrie de LP(R) donc le théoréme 17 assure le résultat. []

2.5.1 Version annulaire lisse

La preuve du théoréme de Littlewood-Paley pour des fonctions de LP(R) requiert plusieurs
résultats intermédiaires. Commencons par introduire certaines notations.

Considérons 1 € C°(R) telle que :

— Supp(v) C [—4, —3] U [5,4];

— ¢ =1sur [-2,-1]U[L,2]. ‘
Pour tout j € Z, posons ¢; = (277-) et, pour tout j € Z, pour tout f € #(R), on
noNte Ajf = ()Y = f * 9. Puisque, pour tout j € Z, pour toute f € #(R), on a
1A, fllp < Ifllpllef [l1, Aj s’étend en un opérateur borné sur LP(R) pour tout p € [1, +oo.

1

Afy)

Avant d’obtenir une premiére version du théoréme de Littlewood-Paley, prouvons le résultat
classique suivant :

Pour toute f € ./ (R), posons Sf = (
JEL

Lemme 15 (Inégalités de Khintchine). Soit (&,)neny une suite de variables aléatoires indé-
pendantes et identiquement distribuées (iid) de loi de Rademacher sur un espace probabilisé

(Q, o, P).
Pour tout p €]0, +o0], il existe des constantes A,, B, € R™ telles que, pour tout N € N*, pour

tout (ay,--- ,ay) € CV, on ait :
P\ » N 3
i=1

N 3
i=1
Démonstration. Pour tout p € [2,+00], on pose A, = 1 et B, = ,/p. Pour tout p €]0,2[, on

Sl

N

E a;&;

=1

De plus, pour p > 2, on peut choisir B, < /p.

pose B, =1et A, =B, ", ou § €]0,1] est tel que 1 = %e—i-%.
e Commengons par noter que, pour tout p €]0,2[, pour tout N € N*, pour tout (aq,--- ,ayn) €
CN

1
i€ =E (i Zn: aja_k5j€k>

j=1 k=1

x:

_Z|a121@ +Z Y. amE(E)E()

=1 je[|Ln[]\{i}

N 3
=By (Z ’ai‘2>
i=1

\V/p 6]072[7VN EN*7v<a17"' , @ E CN (Z ’al‘2> =E

N
]E (
i=1

et :

=

1
P>p
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e Soit p € [2,+00[. Il existe ¢ € N*\ {1} tel que 2(¢—1) < p < 2q. Soit N € N*, (ay,--- ,an) €
CN. Pour tout k € [|1, N|], on note ay, la partie réelle de ay, et By sa partie imaginaire. On pose :

n n n
X = Zaksk et Y = Zaksk et Z = Zﬁkgk
k=1 k=1 k=1

Montrons que ||Y||2; < 1/q|[Y||2. Par la formule du binéme généralisée, on a :

2q
N
y2a — _ (29)! YU AN IN
= QpEn = —%‘ - "YN'El “EN O oy
n=1 (127N €EN0.2¢1V

Y1+t YN =29

Or, pour tout (71, ,7n) € [|0,2¢|], par indépendance des variables aléatoires, on a :

1 si tous les ~; sont pairs

0 sinon
donc :
2q)! 2 2
E(Y?2) = E ( ", YN
S (2y)!- - (2%\/)!@1 N
(1> 7N)EN0 a1V
Y1t +YN=¢q

3 (29)! Q2 2N
27171!"'2’YN7N! 1 N

(1> 7N EN0 ]V

IN

Vit +YN=¢
= (2Q)' q! 2\ 2\ N
(v1 7)€L, g1V
Tt +IN=g
N q
(29)! (29)--- (g +1) 0

< (22({1) E(Y2) qu(Y2)q

d’ou |Yl2g < /allY]l2 < /PIIY |2 car ¢ < & +1 < p. De méme, || Z]|2q < \/q||Z]l2 < /Dl Z]|2-
On a alors :

11, = ((XP)%)’ E(<Y2+Z2>%) = y*+ 22|

[SIESENIE

1
< (2l + 1221 ) (V12 +12]2)?
1
< (15, + 1218)* < (B3 + B}1215)
(B2XI3)* = Byl Xl

ce qui prouve I'inégalité de droite, le cas p €]0,2[ ayant déja été traiteé.
n

e Soit p €]0,2|, N € N*, (a1, -+ ,ayn) € CV. On pose X = > azey. Seule Pinégalité A, || X, <
k=1
| X ||, reste & démontrer. Soit 6 €]0,1[ tel que 3 = 1%0 + 2. D’apres l'inégalité d’interpolation,
on a:
102 < X[ C 1115 < (11~ BEIIX 1

_0_
d’ou || X2 < By | X|lp, t-e Apl|X|l2 < || X|],, ce qui conclut la preuve. O

49



Proposition 11 (Littlewood-Paley). Soit p €]1, +o0]. Il existe C, > 0 tel que :

Vfe S R),|ISf]l, < C,max (p,p_ )Hpr

Démonstration. Soit (&,,)nez une suite iid de variables aléatoires de loi de Rademacher. Pour
toute f € Z(R), pour tout N € N, pour tout x € R, pour tout w € €2, on pose :

N
TN f(z) Z

D’aprés le lemme 15, pour toute f € . (R), pour tout N € N* pour tout z € R, on a :

P
2

(iN |Ayf<x>\2> < & (|7 @)

P

donc, pour toute f € . (R), on a :

D
2

~ N ~
1571 = | 1gvngogf<z |Ajf(w)|2> dr
j=—N

< —/hmme TNf(x)‘p> dx

N—oo

< A_ lim inf / <‘TN f(z ‘ ) dz par le lemme de Fatou

P N—o0

1 _
= — liminf E (/ ‘TNf(x)‘ dx) par Fubini-Tonelli.
Ap N—o0 R

11 suffit alors de montrer qu’il existe C' > 0 tel que, pour tout N € N*| pour tout f € .#(R),
pour tout w € €2, on a :

17 Fllooe <cmax( L )Hfum

N
Soit N € N*, w € Q. Posons m%) = > &;(w)i;.
j=—N

e mY : R — C est bornée de classe C! avec |mY || < 3.
e Pour tout j € Z, Supp(y;) C [-2712 =217 | U [-27~1 2742,
Soit R > 0.
* Si 2M+2 < R alors %fR<\§|<2R ImX ()?d¢ = 0;
* Si 2R < 27V71 alors %fRS\EIQR |mff(§)|?d§ =0;
* Sinon, il existe jo € [| — N, N|] tel que 270 < [£| < 270F1 Comme, pour tout & € R vérifiant
R < |€ < 2R, jmg(§)] <3, ona:

1

1
- mi (6)|2dé <9 x — x 2R = 18.
R Rs\5|s2R| @l R

e Pour tout j € Z, Supp(v}) C [-2/72, =2/ U[-27/, =271 U[2771, 2/]U 27! 27+2], et, comme
précédemment, pour tout R > 0 :
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* Si 2M2 < Rou 2R < 27N-1 alors RfR§[§|§2R |(mfy)"(£)|2d5 =0;
x Sinon, il existe jo € [| — N, N|] tel que 270 < [£] < 2%F1 Comme, pour tout & € R vérifiant
R <[E] < 2R, [(m))(§)| < 227907t 4 2700H) = 2700 x 5 < 1 ‘ona:

1
R/ Yy (©)Pde < 22« R x 2R = 200.
R<|¢[<2R R?

Le théoréme de Mikhlin assure alors le résultat. O

2.5.2 Version non lisse

Utilisons ce résultat pour obtenir une version non lisse du théoreme de Littlewood-Paley.

Pour tout j € Z, notons I; = [27, 27117 U [-2/T1 —27] et A; = A;. On rappelle que, pour
tout j € Z, ¢; = 1 sur ;.

Pour toute f € .#(R), on pose Sf = (Z |Ajf|2> :

JEZ.

On admet le lemme suivant, qui nécessite une version vectorielle du théoréeme de Calderén-
Zygmund.

Lemme 16. Soit (f;)jez C L (R), p €]1,+00[. On a :

1

(Z |Ajfj|2) < CmaX Z |fg|2
JEZ » JEZ »

ou C' est une constante strictement positive.

Théoréme 18 (Littlewood-Paley). Soit p €]1, +o0[. Pour toute f € .7(R), on a :

1/l
C max (p, pi )

- < 1ISfll, < Cmax (p,p_ ) TR

ou C est une constante strictement positive.

Démonstration. Pour tout j € Z, pour toute f € Z(R), A, f € #(R) et

—_—

A]'Ajf - ]lfjdjf - Hfjwjf: Zj\f

donc, par injectivité de la transformée de Fourier, AjANj f=A;f.
On en déduit, grace au lemme 16 et a la proposition 11, qu’il existe C; > 0 et C5 > 0 tels que,

51



pour toute f € . (R), on ait :

15 flly = <Z \Ajij)

jET

_ (z mmmz)
JEZ »
gC’lmax( ,ﬁ) Z’Aij)
JEZL

p

1 2
< —_— .
< ciCymax (5.1 ) 11,

On pose C' = 4C1C5. 1l reste a montrer que, pour toute f € . (R), on a :
1/ 1l
C max < , %)
=

Soit f € Z(R). On note ¢q 'exposant conjugué de p. Montrons que :

2 < 1571l

Vge S®) gl <1 = (/. g>|<cmax(p,p_ ) 1541,

Soit g € (R) vérifiant ||g||, < 1. Comme les [;, j € Z, sont deux a deux disjoints, d’apreés le
théoréme de Fourier-Plancherel, on a :

(fr0) = (F,0) =D (U f,15,0) = D (A f, Ag)

JEL JEL
donc :
[l < D 1A 11859l
jez
Z |A;fIIAjg]|| par Beppo-Lévi
JEL
< [|Sf]|Sgl|||: par Cauchy—Schwarz
< 171, 1Sg1l, par Holder
1 \2
< 10y max (q, ) llgllgllSfll, par ce qui précede
q —_—
1
< Cmax{p, H Flip
ce qui assure le résultat. O
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2.5.3 Version L”(R)

On peut enfin montrer la version du théoréme de Littlewood-Paley utilisée dans la preuve
du théoréme de multiplicateur de Marcinkiewicz.

Théoréme 19 (Littlewood-Paley). Soit p €]|1,+00[. Pour toute f € LP(R), on a :

||f||p - Z!A f|z gcmax(, ! ) 11,

C max — JEZL »

ou C' est une constante strictement positive.

Démonstration. Soit f € LP(R). Il existe (f,)nen C 7 (R) vérifiant lir}rl \f = fall, = 0.
n—-+0o0

e Soit N € N*. Commencons par montrer que :

N
ngrfoo ( Z |4, f|2> (ZN |Ajfn|2> =0.

j=—N

N

p

D’apreés la deuxiéme inégalité triangulaire et I'équivalence des normes en dimension finie, il
existe C' > 0 tel que, pour tout n € N, on ait :

N X N ; N
( > |Ajf|2) - ( > |Ajfn!2) <C YA = Al

j=—N j=—N j=—N

donc :

=

N % N
(Z IAjf|2> - (Z IAjfn|2> < Z 185f = A fally — 0.
j=—N j==N

P ==

par continuité des A;, j € [| — N, N|] sur LP(R).
On en déduit que :

[SIE

(3 mrt) | = (3 mz)
Jj=—N » Jj=—N »

e Or, d’aprés le théoréeme 18, il existe C' > 0 tel que, pour tout n € N, on ait :

N % % 2 2
1 1
(Z\AMP) < (ijfn\?) scmax(p,p—_l) anupw—gOCmaX(p,p—_l) 1£11-
j=—N

| EZ
p J p

D’otu, pour tout N € N*, on a :

N % 1 2
( Z |Ajf|2> < C'max (Pa F) [1£1lp-
=N

p
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e Comme le théoréme de convergence monotone assure que :

N }
dim (Z rAij) —(Z!AW) =0

j=—N JEL

< cmax( L ) TR

p

D=

on en déduit que :

N

()

e Montrons désormais ’autre inégalité. On note ¢ ’exposant conjugué de p. Remarquons déja
que :

1 2
2
fge L'(R); gll, < 1} € { g € LA(R (me) < aCmax (p 2 )

€L
J q

car max (q, qﬁ) < 2max (p, Iﬁ)
Soit g € LY(R). Montrons que :

<fag> = Z(A]fa A]f>

jez
Il existe (fn)nen € -Z(R), (gn)neny C L (R) telles que :

i [f ~ full, =0t Tim g, — g, =0
* On a vu dans la preuve du théoréme 18 que, pour tout n € N, on a :

<fna gn> = Z(A]f’ru Ajgn>;

jEZ
x Par bilinéarité du crochet de dualité, hm < frsgn) = (f,9);
* Pour tout N € N*, on a :

n——+o00 R

N
in_ [ 37 A (Byg) — (A (By9)ldr =0
j=—N
donc, d’apres le théoréme de Beppo-Lévi, on a :

<f7 g> = Z(A]f7 Ajg>

jET
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e On en déduit que :

11l = Sup{ (Ajf,D59))59 € LYR), [lglly < 1}
JEZ
< sup {/ZIA f@)|A9(x)|dz; g € LYR), [|glly < 1}
JEZL

N

<p{ / ZIAjf(a:)IZ) Z|Aj9(1‘)|2> drig € LI(R), g, < 1

JEZ

Holder % %
< (Zl%fﬁ) sup (ijgy?) ;9 € LY(R), [lglly <1

JEZ , JEZ .
1
1 \?2 3
2
< 4C' max ( ’pTl> (Z 1A f )
JEZ
p
ce qui assure le résultat. O

2.6 Théoréme de multiplicateur de Marcinkiewicz

Avant d’énoncer le théoréme de multiplicateur de Marcinkiewicz, introduisons I'intégrale de
Bochner, qui permet d’intégrer des fonctions a valeurs dans un espace de Banach.

2.6.1 Intégrale de Bochner

Dans cette sous-partie, (€2,3, u) désigne un espace mesuré o-fini complété et (X, ].||) un
espace de Banach.

Définition 12. Soit f : Q — X une application.
e On dit que f est une fonction étagée s’il existen € N*, (x1,--- ,x,) € X", (A1, ,A,) € 5"

tels que [ = Z zilly,.

e On dit que f est une fonction mesurable s’il existe une suite (f,)nen+ de fonctions étagées qui
converge j-presque-partout vers f.

La premiére proposition ci-dessous affirme que cette définition de fonction mesurable coin-
cide avec la définition habituelle lorsque 'espace de Banach X est séparable.

Proposition 12. Soit f: Q — X une application.

Cette application f est mesurable si et seulement si il existe g : Q0 — X vérifiant :
(1) f = g p-presque-partout ;

(i1) pour tout sous-ensemble ouvert A de X, g (X)) € X;

(731) g(£2) est un sous-ensemble séparable de X .

Démonstration. e Supposons f mesurable. Par définition, il existe une suite (f,)nen+ de fonc-
tions étagées qui converge p-presque-partout vers f. Notons g la limite simple de la suite
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(fn)nen+- On a f = g p-presque-partout. Pour tout n € N*, on peut écrire :

kn,
i=1

Posons F = |J Vect{z?,1 < i < k,} qui est dénombrable. On a alors g(Q2) C F, ce qui prouve
neN*

(ii4).

Soit A un sous-ensemble ouvert de X. Montrons que g~(A) € X.

Posons F' = X\ A. Pour tout w € ), comme l'application z — d(x, F') est continue, on a :

gw) e A dne N d(g(w), F) >2™"
& dn e N klim d(fe(w), F)>27"
—00
< IneN Ir>1,IK > 1;Vk > K, d(fr(w), F) > 27"+ 27"

donc :

g A =UJUU Nwedfiw),F) =2 +27}

n>1r>1 K>1k>K
Il suffit alors de montrer que, pour tout k € N*, la fonction :

{(Q,E) - (R, B(R))
w = d(fe(w), F)

est mesurable. Soit £ € N*. Or, la fonction :

{(972) — (X, %(X))
w = fr(w)

est mesurable, et la fonction :

{(X,@(X)) - (R, B(R))
x — d(z, F)

est continue donc mesurable, ce qui assure le résultat.

e Supposons qu'il existe g : @ — X vérifiant les points (i) & (¢ii).

* Commengons par supposer que /(€2) < +00. Soit € > 0. D’aprés (iii), il existe {z,,n € N*} C
g(22) dense dans g(2), et, d’aprés (i7), pour tout n € N*, A, = {w € Q;||g(w) — z,|| < e} € X.

n—1 00
Posons By = A; et, pour tout n € N*\ {1}, B, = A, \ U Ax € 2. On note que |J B, = Q
k=1 n=1
puisque {z,,n € N*} est dense dans ¢(2). Or on a supposé u(£2) < +oo et les B, n € N* sont
deux a deux disjoints donc il existe N € N* tel que > u(B,) <e.

n=N+1
N +00
On en déduit que, si h = > z,lp, et E = |J B, € X, alors h est une fonction étagée,
n=1 n=N-+1

p(E) <cetllg—hl| <esur Q\ E.
* Traitons désormais le cas général. Comme (€2, 2, 1) est o-fini, il existe une suite (£2,)nens C 2
telle que Q = |J Q, et, pour tout n € N*, u(£2,) < +oo. D’aprés ce qui précéde, pour tout

n=1

n € N* il existe E, € 3 et une fonction étagée h, tels que E, C Q,, u(E,) < 27" et
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lg—hnl < 27" sur Q,\ E,. Posons alors, pour tout n e N, F,, = |J Ex € Yet = (| F, € %.
k=n neN*

On note que p(F) =0 et que, pour tout w € Q\ F, on a :

17 (€) = g(w)[ <27 — 0

n—-+o0o

ce qui assure que f est mesurable car f = g p-presque-partout. O

On peut désormais définir les fonctions Bochner intégrables.

Définition 13. On dit qu’une fonction [ : Q — X est étagée et intégrable s’il existe n € N*,
(X1, ,xp) € X™ et (A1,---,A,) € X, tels que, pour tout i € [|1,n]], u(A;) < +oo et

n

f=>"x;14,. On pose alors :
i=1

/Qfdu = ZM(Ai)ivi-

Remarque 16. On note que, pour toute fonction f : € — X étagée et intégrable, on a :

TR e

Définition 14. On dit qu’une fonction mesurable f : Q@ — X est Bochner intégrable s’il existe
une suite (fn)nen+ de fonctions étagées et intégrables telle que (fn)nen+ converge vers f -
presque-partout et liril Jo If = falldp = 0. On note alors f € L'(Q, X).

n—-+0o0o

Par complétude de X, on note que la suite (fQ fndu) converge vers une limite qui ne dépend

pas de la suite (f,)nen choisie. On note alors :

/fd,u: lim /fnd,u.
Q n—-+oo Q

Remarque 17. Remarquons que, pour f : Q — X Bochner intégrable, en passant a la limite

dans la remarque 16, on a :
| [ s < [ st
Q Q

Le théoréme suivant fournit une caractérisation simple des fonctions Bochner intégrables,
similaire & la définition des fonctions Lebesgue-intégrables.

neN*

Théoréme 20. Soit f: ) — X une fonction mesurable.
La fonction f est Bochner intégrable si et seulement si [, || flldp < oo.

Démonstration. & Supposons [, || fl|du < co.

D’aprés le preuve de la proposition 12, il existe une suite (hy)nen+ de fonctions étagées et
intégrables telle que (A, )nen+ tend vers f p-presque-partout. Pour tout n € N*| posons A, =
{w € Y h, (W) < 2|lf(w)]]} € ¥ et g, = hplly,. On note que (g, )nen= est une suite de
fonctions étagées et intégrables qui converge vers f p-presque-partout. De plus, pour tout
n € N* ona:

lgn = gll < llgnll + 1711 < 3| £1]
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avec [, || flldp < oo donc, d’apres le théoréme de convergence dominée :
i [ g~ gl =0
n—-+00 Q

ce qui assure le résultat.

e Supposons f Bochner intégrable.

Par définition, il existe une suite (f,),en+ de fonctions étagées et intégrables telle que (fy,)nen
converge vers [ u-presque-partout et nl—lgloo Jo If = falldp = 0.

Il existe donc N € N* tel que [, [|f — fn| < 1. On a alors :

/Q 1 ldp < / 1 = Flldu + / Mwlldp <1+ / I lldp < +oo

ce qui assure que [, || fl|dp < oo. ]

2.6.2 Extensions vectorielles d’opérateurs de L*(R) dans L?(R)

Afin de prouver 'inégalité du corollaire 5 utilisée dans la preuve du théoréme de Marcin-
kiewicz, montrons les résultats intermédiaires ci-dessous.

Lemme 17. Soit (Q, 97, ) un espace mesuré o-fini. On pose X = LP(Q, ). Dans ce cas,
LP(R,X) = LP(R x Q,\ @ pu).
Si T € B(LP(R)), alors lopérateur :

PRY®X — LP(R,X)
T®Idx : m m
X { Zj:l fiz; = Zj:l T(fj)z;
s’étend en un opérateur borné de LP(R, X) dans lui-méme, et |T @ Idx| = ||T|-

Démonstration. Cela décq%ule du théoréme de Fubini-Tonelli.
En effet, pour tout f = > fiz; € LP(R)® X, on a :
j=1

p
dx
X

m

> T(f) @)z

j=1

“(11

7 e = | [

> T(f) @)

1
m p P
([ (Smen)]
A= Lr(®)
m p %
< (1T (> zi(@)f dp(w)
=t Lr(R)
FT -
= ITI[D_ fizs
J=1 LP(R,X)
d’ou le résultat. O]
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Lemme 18. Soit p € [1,+00[. On note LP([0,1]) = L?([0, 1], A([0,1]), A).
11 existe une isométrie linéaire de (* dans Lp([ 1]).

Démonstration. Soit (gn)nen, (Gn)nen des variables iid de loi N/ (0, %) Posons :

L S p(0,1) .
) ()\n =a,+ ibn)nEN — a—lp ZneN an(gn + @g~n) ; ou ap = Hg(JHp-

Soit (A = @y, + by )peny € 2, n>m > 0. On a :

n

Oéi Z(ak + by ) (gr + gk)

P k=m

n

1 - . -
o Z(akgk — bigi, + i(argi + brgr))

P k=m

p p

Or, pour tout k € N, axgr — brgr + i(argr + brgr) suit une loi normale centrée et de variance :

190 ay — by,
9 . , k— 2
= + b, —br + 2 Ak
O (ak 10k k zak) (0 %) ( bk zak) | |

d’ou : ) )
1 n . N 1 n ) 2 n ) 2
a—Z(ak+@bk)(9k+29k) =— S a =D M
P k=m P P \k=m k=m
ce qui assure que G est bien définie et que c¢’est une isométrie puisqu’elle est linéaire. O

Lemme 19. Soit H # {0} un espace de Hilbert, p € [1,+oc0[, T' € B(L*(R)).
T ® Idg s’étend en un opérateur borné sur LP(R, H) et ||T @ Idg| = ||T]|.

Démonstration. e Cas ot H est séparable
On peut alors supposer H = {5. Notons G une isométrie linéaire de ¢* dans LP([0,1]), donnée
par le lemme 18. On note encore G 'application GG rendue surjective. Montrons que :

T®Idg = (Idpw © G ) o (T ® Im) o (Idpw) @ G).
Soit f = 3" furs € I’(R) @ H. On a :
k=1
(Tdzewy ® G™1) o (T @ Ioq)) © (Tdzewy @ G)(f) = (Tdrow) ® G (Z T(fk>G(l’k)>
k=1
= ZT(fk:)xk
k=1

T ® Idge) (Z fk$k>

ce qui assure 'égalité.
D’apres le lemme 17, T'® Idp»rw) est un opérateur borné donc il suffit de montrer que I'dp»r) ®
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G ! et Idrnw) @ G sont des isométries.
Pour toute f = > fra, € LP(R) ® /%, on a :
k=1

S =

P
dt
LP([0,1])

_ /R G(i fk(t)xk>

= (/R gfk(t)ﬂ?k p
f:kak

k=1

| gy © GO s oy = / S fHG )
k=1

3=

p

dt

Lr([0,1])

D=

dt car (G est isométrique
ZQ

= || fllzr®,e2)
LP(R2)

donc Idprr) ® G est une isométrie.

De méme, Idp»r) ® G~ est une isométrie, ce qui assure le résultat dans le cas ou H est
séparable.

e Cas général

Le premier cas assure que, pour tout sous-espace E C H séparable, T'® [dgr s’étend en un

opérateur borné sur LP(R, E) avec | T ® Idg|| = ||T||, ce qui permet de conclure car, pour toute
f=> frxr € LP(R) ® H, l'espace Vect{zy, k € [|1,m|]} est séparable. O
k=1

On en déduit le résultat suivant pour les fonctions de LP(R) ® H, et nous admettons le
résultat dans le cas général.

Corollaire 5. Soit p € [1,+o0o[, T € B(LP(R)). Si H = L*(R, 1) ot u est une mesure o-finie,

(f |T<ft>|2du<t>)é (f |ft|2du<t>)§

R —
oti, pour tout t € R, on a posé f; : { N

Vfe LR, H), < |17l

LP(R,\)

LP(R,\)

C
(f)@) -

Démonstration. Faisons-le seulement pour f = > fig; € LP(R) ® H. D’apreés le lemme 19, on
i=1
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1
2

dp(t)

|| (f |T<ft>|2du<t>)§

-

- Z T(fi)g:
i=1 LP(R,H)

= (T ® Idg)(f)| Lrem)
< NTW S v ,m)

(f |ﬁ|2du<t>)é

ce qui prouve I'inégalité dans le cas ou f € LP(R) ® H. ]

ZT(fi)gi(t)

LP(R,\) Lo

= |||

LP(R\)

2.6.3 Théoréme de Marcinkiewicz

On peut désormais prouver le théoréme de multiplicateur de Marcinkiewicz.

Théoréme 21 (Marcinkiewicz). Soit m € L>®(R) tel que, pour tout j € Z, m € C'(] —
2011 —23[U]279, 27FY]). Pour tout j € Z, notons I; =] — 271 =27 U [27, 271,
Supposons qu’il existe une constante A > 0 telle que :

sup/f Im/(§)]d¢ < A.

JEL
Alors, pour tout p €]1,4o00[, m € M, et il existe C > 0 tel que :

1 6
g, < A+ Pl ma (2 )

Démonstration. Soit p €]1,+o0.

e Commencons par montrer que, pour tout j € Z, m admet des limites & gauche en —27 et 2/+!
et des limites & droite en —2/%! et 27,

Soit j € Z. Montrons seulement que m admet une limite & droite en 27, les autres cas se traitant
de méme. Utilisons le critére de Cauchy. Soit (2, )neny C|27, 277! vérifiant lim z,, = 27. Pour

n—-+oo
tout (p,q) € N? on a :
27+1
mie) = m(@) < [ By raonaaconp (O (Ot — 0

d’aprés le théoréme de convergence dominée, donc m admet une limite & droite en 27.
e Posons my = mllg 1o, m— = mlj_ . On a m = my +m_. Pour tout j € Z, posons
Ij+ = [27,27F1. Soit j € Z.
Puisque m est intégrable sur tout intervalle [27,¢], ou £ € [27,277!] on a :
+ j ¢ !
Ve e I ,m(&) =m(2) + [ m/(t)dt.

92j
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e Soit j € Z, f € S (R), £ € R. Montrons que :
2j+1

m(€) €)1+ (€) = m(2) F(E) 1+ () + / FE) L oci (€) Ly () (t)at.

27

Si ¢ ¢ I7, le résultat est immédiat. Supposons donc & € I;7. On a

. . - £
m(E)f (1 +(§) = m(E)f(€) = m(2) (&) + g F(©)m (t)dt

—m@FOLHO + [ FOUn (O Om B

2j
d’ou I'égalité.
e Montrons alors que, pour tout j € Z, pour toute f € . (R), on a :

9j+1

(Fume) = @A+ [ At (P ()t

27

Soit j € Z, f € (R). Pour tout x € R, on a :

(Fume) @ = (fmi) (@)

_ / ( @V OL(©) + /

2J+1

- / / )Wy ol ()1 (€)m! ()P "l

Or, pour tout z € R, par Fubini-Tonnelli, on a :

2]+1 ' 9i+1 9i+1 )
L] e ©moe=|ag - [ ( / |f(£)|d€> (1) dt < +oc
27 27 t

donc, d’apres le théoréme de Fubini :

2j+1

FO W roel(©)1 1 <s>m'<t>dt> g

2j+1

(Fuym) @) =m@)8 (D@ + [ (Mt F) (@m0

27

2i+1
—_—

=m@)Ap (@) + [ (Uil () @ (0

—m(@)A (i) + [

27

(A socirs £ ) (@ym'(8)dt
d’ou le résultat.

e Pour tout j € Z, pour toute f € .%(R), comme |m'|z € L2(]27,27+1]), I'inégalité de Cauchy-
Schwarz assure que :

\(fnfjm)v\s||m||m|AI;<f>|+< / |m’<t>|)2( /\Aoo Ay |m'<t>|dt>2

< HmHoo|A1j+(f)’ +VA </ )A[t +oo[A1+f \m (t )’dt> :

N|=
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On obtient alors (en prenant la norme de ¢*(Z)), pour toute f € .#(R) :
R V|2 3 5 3 9i+1 )
(Z (f]l]jm+> ' ) < ||m|s (Z ‘Aljrf ) +VA (Z/ ‘A[t,+oo[A[J+f |m’(t)|dt>
jET jez V¥

JEZ
3 4o
— ||7’I”L||C>O <Z ‘Aljf 2) + \/Z (/0 ‘A[t,Jroo[AIrlog N f‘2 |m’(t)|dt> (1)
JEZ

Notons que, pour tout j € Z, pour toute f € .#(R), on a :

Alff = (fﬂlf>v = <f]1]0,+00[]11j>v - (((fﬂ]()’*oo[)v)/\ 111')\/ = Alj(f+)

ou fy = Ao joolf-
e D’aprés le théoreme 19, il existe C’ > 0 tel que, pour toute f € .#(R), on a :

) sc'max(, ! ) 141,
P

' 1 \? .
_ ?max( E) \(rd+ i) (),

! 1 2 , c'o 1 3
< G (525 ) < max (5 )17l = S5 (2 ) U

la derniére inégalité venant du théoreme 17.
e Soit f € . (R). Essayons de majorer la quantité :

1
2

+oo
H</0 Aoty mf’ (¢ |dt)

Pour tout t € R**, on a :

At oo A+

1 ,
o gz(tﬂf‘ ‘ (Belld +iH)R-) <A1ﬁog2(m f)‘ T2 ’(Id+ZH) (R B Tog o) f)‘ '

Appliquons le corollaire 5. On pose T' = 1(Id + ih) € B(LP(R)). La mesure p = lg+-
est o-finie. Posons alors :

m! ()|t

R — L*R,p)
qg: R —» C
T t = RtAH ()J(f)(x)
ogao(t

Montrons que g est bien définie et que g € LP(R, L*(R, u)).
Pour presque-tout x € R, on a :

[s@ran = [
>/ A, (@) 0

JEL

RAx (D)

[loga (t)]

'(t)ldt

<AZ‘AI+ ‘<+OO

JEZ
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donc g est bien définie et, comme :

<Z A

JEL

2\ * e 1\’
< S wax (p 15 ) 11,

p

onag € LP(R, L*(R, pn)) avec :

C'C"/A
s < S5 mas (5 25) 1l

Comme ||T]| < & max (p, = ), le corollaire 5 assure que, pour toute f € .#(R), on a :
p—1

oo 2 el el 1\ C'C"VA 1 \°
/
<_ —_—
H ]AM[A o[ ta) | < G (o2 ) SR (525 )
p
AC/C//Q 1 4
e L

On déduit alors par (1) que, pour toute f € /(R) :

v |2 % lodeok \/chlcld 1 4
< - — -
(Z ) <t S s (5.2 ) 11+ VAT s (L) i

ez
! P

(F1m.)

. 1 \*
< O+ il max (5. ) 17y

2
e D’aprés le théoréme 19, il existe Cy > 0 tel que pour toute f € (R), on ait :

2 2\ 2
v nglmaX( 7}%) (;‘(fﬂljm+>v )

< CO(A + m]la) max (p, ! ) 11,

oué:%(l—l—c—n),carmax( ,ﬁ)zl.

6o

p

1
— Cy(A + [Im]loc) max <p,p ) £

si 02 = Clé
De méme, il existe C3 > 0 tel que, pour toute f € #(R), on ait :

)

< Cy(A 1 ]l mas (p,p_ ) 11

p

On pose alors C' = Cy + C5 et on en déduit que, pour toute f € .#(R), on a :

(Tt = |(Fre) + ()| < ctas pmoms (5 25) 1t

ce qui conclut. O
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